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Lは じ め に

私が担当する数理的な科 目(例 えば 「計画科学」,「オペ レーションズ ・リサー

チ」等)に おいて,そ の内容を理解するためには,多 くの数値例を実際に解 く

ことが必要であるものが多い。 しか しなが ら,人 間の手計算で解ける問題は,

小規模なものに限られる。 また,手 計算で解ける問題で も,自 分で求めた答え

が正解であるかをチェックすることも容易ではない。

これに対処するために,「 整数による配分」問題の解 を計算するプログラム

を作成 したので本稿で紹介する。中規模程度以下の問題に対 して,デ ータを入

力 し,該 当するタブを表示 させれば,種 々の解を計算するプログラムである。

このプログラム有効に利用することにより,計 算の手間に必要以上にとらわれ

ず,解 そのものの性質に注意の焦点を集めることが可能となる。

〔153〕
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2.「 整数 によ る配分」 問題 とその解

この節では 「整数による配分」問題 とその解を説明する。

表1.商 品券の配分(50枚)

A B C D 合 計

販 売 額 120 500 850 1,000 2,470

比例配分 2.43 10.12 17.21 20.24 50枚

次のような例を考える:X社 はA,B,C,Dの4支 社からなる。従業員の

勤労意欲を高めるために,業 績 に応 じて10万 円の商品券を社員に配ることにし

た。商品券の総数は50枚 である。支社内部で社員にどのように配分されるかは

各支社が独 自に決めることになっている。各支社の営業成績(販 売額)は 表1

のように与えられている。販売額になるべ く比例 して商品券を各支社に配るに

はどうすべ きであろうか?こ こでの問題点は正確に比例配分 しようとしても

それが不可能 な点である。すなわち,商 品券は整数値のみで配分可能であ り,

例えば,2.43枚 の商品券をA支 社 に配分できない。従 って,何 らかの方法で整

数値 に丸めなければならない。

このような参加者の要求量になるべ く正比例するように離散資源を配分 しな

ければならない問題は多 く存在する。 どのような配分方法を取ろうとも,配 分

される資源の個数が高々1,2個 違うだけであろうから,た いしたことはない

という観点 もあるが,こ の1,2個 の差が重大な結果 を招 く場合 もあり,様 々

な配分方法が提案されている。

まず,数 式 を利用 して,上 記の問題を定義する。 〃人のプ レイヤーに配分

すべ きA個 の離散資源がある。プ レイヤー ゴの要求量をPi(i=1,_,n)と する。

ここで,蓋 とAは 正の整数値 を取る。以上が入力デー タである。プ レイヤー

iは 比例配分Qi、-A尋 を得たいのであるが,配 分は整数値 に限られるたΣ

ろ
ノ=1
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め,こ の値 を得 るとは限 らない。配分方 法Fと は与 え られたAとP:=(Plt...,Pn)

に対 して麟 による配分F(A・P)〔 ⊂{(a・・・…a・)1ai・非鰹 城 姻}〕

を対応 させ るものである。後 で例 を通 じて説明す る ように,複 数の プ レイヤー

の要求量 が一致す る時等 に,F(A,P)は1点 では な く複 数個 の点 か らなる場 合

があ る。 その場合,本 稿 で は,全 ての解 を求め る。

本 稿 で扱 う配分 方 法 は,Adams法,Dean法Hamilton法,Hill法,Jef-

ferson法,Webster法 の6つ であ る1)。 まず,Hamilton法 を説 明 し,次 に,

残 りの5つ の方法 を まとめて説 明す る。Hamilton法 は われ われ の直 感 に最 も

訴 える単純 な配分方法 であ る。

Hamilton法:

まず,各 プ レイヤー ゴに比 例 配分 ⑦ の整 数部分 を配 分す る。 まだ,配 分

すべ きAに 残 りが あれ ば,そ れ らをQiの 小数 部分の大 きい プ レイヤ ーか ら

順 に配分す る。

Adams法,Dean法,Hill法,Jefferson法,Webster法 は 除数法 と呼 ばれ,

配 分 を計算 す る時 に,除 数4が 利 用 され る(表2参 照)。dは 配分 され るべ き

資源1個 あた りの要求量 を表 してい る。 これ らの方法 の基本 的な考 え方 は次 の

通 りである:プ レイヤー 畷 求量は聴 ので,与 の酉己分を希望する。こ

れが轍 ならばその値が実際の配分とな硫 そうでない場飾 く号 く…

となるaま たはa+1が プレイヤ"-iに 配分 される値の候補 となる。大 きい方

a+1に 丸めるのがAdams法 であ り,小 さい方aに 丸めるのがJefferson法 で

ある。丸める時の境界値がaとa+1の 調和平均の場合がDean法 であ り,境

界値が この2数 の相乗平均の場合がHil1法 であ り,境 界値が この2数 の中点

の場合がWebster法 である。

1)こ れ らの方法が発見 された歴史 と欠点などはYoungを 参照。
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表2.除 数 法1

配分方法 プレイヤー ゴへの配分量

Adams法 α+1ifα<」 争 ≦α+1

Dean法

r

αifσ ≦号 く2饗)

・一+1if」 争 一2留)

α+1if<2讐')<」 象 くα+1
＼

Hil1法

!

α 肋 ≦」警 く》σ(・+1)

一+1if・ 争 一》・(a+1)

・+1if》 ・(θ+ユ)ぐ 争 く・+・
㌧

Jefferson法 σifα≦与 くσ+・

Webster法

'

σifσ ≦与 くσ+去

一+1if」 象 一σ+音

α+1ifσ+音 く・争 くα+1
、

除数dを 変化 させ,上 記の ように求め られた各 プレイヤーの配分量の総和

(Sum(d)と す る)が 丁度Aに なるように,調 節すれば,除 数法による解が求

まる。
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後 の 便 宜 のた め に,表2の 第2列 の配分 量 をdに 関 して解 き,そ れ を表3

に してお く。

まず,表2の 配分 量 に よ り,Sum(d)がdの 非 増加 関数 で ある こ とに注 意

す る。Sum(d)>Aな らば,dを 増 加 させ,Sum(d)<Aな らば,dを 減 少 さ

せ,Sum(d)=Aと な るよ うに調節す れば よい。解 を与 えるdは 一意 には決 ま

らない。

表3.除 数 法2

方 法 配 分 量 4の 初期値

A

αifS(σ)≦6♂<S(or-1)

〔s(a)・一÷ 〕

π

Σ乃
ガ=1

泌

D

oifS(σ)<61<S(σ 一1)

ororor+1if4=S(σ)

〔s(a)・一辮ll〕

π

Σ乃
ゴ=1

泌

H

αifS(σ)<6『<8(α 一1)

Oloror+1if4=8(α)

〔s⑫)・一》嶽1)〕

π

ΣPゴ
ゴ匹1

舶

J

orifS(σ)<o「 ≦⊆S(or-1)

〔s(a)・一α至1〕

〃

嘱 ろ
盟

W

orifS(σ)<6『<S({7-1)

ororα+1if(ノ=S(α)

〔s(a)・一劃

π

ΣPゴ
ゴ謂1

_2・4、
＼ り一
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本稿 で は,次 の ような アルゴ リズ ムに従 って計算 を行 った:(1)Sum(d)>A

と な る適 当なdの 初期 値(表3と 補 遺 を参照)とdの 増 分incの 初 期値(1

と し た)を 決 め る。(2)Sum(d)≦Aと な る ま で,dを 増 加 さ せ る。(3)

Sum(d)=Aで あ れ ば,解 は求 まったので,計 算 終了。(4)Sum(d)〈Aな らば,

次 に述べ る細か い処 理(4Dと 呼 ぶ)を 行い,そ れで も解が求 まらない場合 は,

dを1ス テ ップ戻 し(Sum(d>>Aで あ る),incを1/10倍 し(1)か ら同 じこと

を解が 求 まるまで繰 り返す。

(4D):上 記 の手順(4)に あ る細 か い処理 につい て説明 す る。 表3の 第2列

の配分量 をみ る と,Dean法,Hill法,Webster法 の場 合,dがS(a)に 等 し

くなる と,配 分量 はaで もa+1で も良 い2)。 従 って,こ の ような こ とが発 生

した場合 は,配 分量 を,一 応aと してお き,必 要 な らばあ と1個 増 やす こ とが

で きる と記憶 してお く。全 て のプ レイヤー に関す る これ らの和 を4ゲ とお く。

Sum(d)<Aと な っ たが,Sum(d)+dzf≧Aの 場 合,dzfの う ちSum(d)-A

個 を該 当す るプ レイヤー に配分 すれば解が 求 まる。dzf>Sum(d)-Aな ら ば,

複 数 個(Combination(dzfSum(d)-A)個)の 解 が求 まる(複 数 個 の解 が 求

まる この ケース をタイプ1と 呼 んでお く)。

dzf=0の 場 合,dを 減 少 させ る こ とを試 み,複 数個 の解 が発生 す る次 に述

べ る2つ 目の原因 に も対処 す る。 この対処法 は,ま た,上 記の アルゴ リズ ム(1)

一(4)が有 限 回で終わ るこ とも保証 する
。 まず,複 数個 の解 が発生す る2つ 目の

原 因を述 べ る。

Adams法 とJefferson法 の場合,表3の 配分量の列 より,d=S(a)を 境 界 と

して配分量 が1個 だけジ ャンプす る。従 って,複 数 のプ レイヤー(〃z人 とす る)

に対 し同 じdの 値 でその配分量 が ジャンプす る場合,そ のdの 値 を境 界 と して,

Sum(d)はmだ け ジ ャンプす る。 この ジャ ンプの 問 にAが あれ ば,複 数 個の

解 が求 まる(複 数個 の解 が求 まるこのケース をタイプ2と 呼んでお く)。

dを 減 少 させ る方法 を説 明す る。dとPとSの 位 置 関係(高 々,左 と右 の

2)Hill法 の場合,S(a)は 無理数なので,dが 有理数の時,こ の状況は起こらない。



授業 を補助するプログラム(3) 159

2種 類 の場合がある)を 図1に 示す。dを 減少させることによ り,黒 丸が右

に移9す る・表2嚇 値がf')で ある・dのよる配分がaの 時(図1の 左)

はs(パ 弊 値までdを 減少させる・dの よる配含がa+1の 時(図1貧

右)はS(a+1)の 境 界値 までdを 減少 させ る。 この よ っにdを 減少 させ,7

を 次 の境 界値 まで移動 させ る3)。 境界値 にお いて のみ,Adams法 とJefferson

法 の 配 分 量 が ジ ャ ンプ し,他 の 方法 の 配 分量 は2つ の値 の ど ち らか を と る

(Hill法 に 関す るこの状 況 に対 して は次 の段 落 で述べ る(4H))。 これ らを6び

に加 え,Sum(d)+dzf≧Aと なっ た場合,dzfの う ちSum(d)一.4個 を 該 当

する プ レイヤー に配 分すれ ば解 が求 まる。 この段 階でのみ タイプ2の 解 が求め

られ る。 また,こ の境 界値が タイプ1の もので あるな ら,タ イプ1の 解 も求 ま

る。Sum(d)+di<Aと な った場合 は元 のdに 戻 し,ア ル ゴリズム(2)へ 戻 る。

P

)く5

P

)

P

㊨5

P

S(a+1)

a+1一
P

=
4

絹

D十α(5

側野

↓左:dに よる配分がaの 場合

右:dに よる配分がa+1の 場 合

図1.dを 減 少 させる方法

最後に,前 段で言及したHill法 に関する点を述べる。(4且)の 状況ではdは

無理数である。アル ゴリズムのこの部分以外ではdの 取 り得 る値は有理数で

あるので(dの 初期値は表3の3列 にある通 り有理数であり,増 分incは1,

3)厳 密 には,dは 減 少せずに元の値のままの場合 もある。
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1/10,1/100と 変 化 してい くので,dの 取 り得 る値 は有理 数であ る),こ の(4H)

の 部 分 は重要 であ る。

以上 によ り,本 稿 で述べ た アル ゴリズ ムに よって,有 限回で,全 ての解が求

め られ る。

3.「 整数 による配分」プログラム

作成した 「整数による配分」プログラムを起動 したのが図2で ある。この図

が示す ようにグラフィカルなインター フェースを持つ アプリケーシ ョンであ

る。

「入力」タブに4人 用のデータが入力できるようになっている。この図か ら

容易に想像で きるように,必 要ならばプレイヤーの総数を変更し,配 分すべ き

資源の総個数 と各プレイヤーの要求量 を入力 し,各 「??法 」 タブで解の表示

を行 う。「まとめ」タブには各方法 による解が全て列挙 されている。この 「整

襟_燃 鱗 享:～ 鵡 辮i

演 ル燈 編集㊧ 浅濫騒 艇雛 螢

Pt、am;}tnn"#目il蕨1,leffereemwh鞭b曲 醸 ま髭鵠
岬… …π箔lll……箋

繍 齢懇b幽 溜1

ルfや`一一=reA鑑 劔 購 資謙 鍔 魑

灘簸i懸 珀

要求量
lbピ例配分

図2.「 整数による配分」を起動 したところ
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数による配分」プログラムが どのように動作するかを見てみる。

表1の 商品券の配分の例を解 く。「入力」タブに以下のデータを入力する(図

3参 照)。

螂 蕊

輪魔斐鰍蟻i齢 泌
海鵡法

辮 栖 鷲 人配労す嚇資源:潤 鰹

.4291"97975.ま10121457489..7206477732.20.242914979.

図3.「 入力」 タブにデータを入力

配分すべ き資源:50

要求量(1)1か ら順に):120,500,850,1000

ここで注意することは 「配分すべ き資源」の隣…にあるテキス トフィール ドと

テーブル内の 「要求量」の行には 「0」 か ら 「9」 までの数字 しか入力できな

い点である。また,「比例配分」の行にはデータを入力で きない。「要求総量」

と 「比例配分」は自動的に計算される。

各タブには,解 とそれを与 えるdの 値(必 ず しも一意ではない),表3の 内

容 を確認するために必要なS(a)の 値が表示 される。「まとめ」 タブを図4に

示す。

例 えば,且amilton法 によれば,50枚 の商品券を,A支 社 に3枚,B支 社 に
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10枚,C支 社 に17枚,D支 社 に20枚,配 分 す るこ とに なる。 さて,X社 の準備

で きる商 品券 が1枚 増 えて51枚 に なった場 合 の解 を求 め たのが 図5で あ る。

Hamilton法 を見 る と,A支 社 に2枚,B支 社 に10枚,C支 社 に18枚,D支 社
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イブ1と タイプ2の 状況が ど

のようなものかを観察する。

問題 は表4に 与 え られ てい

る。注意点はプレイヤー2と

3と4の 要求量が同じ2で あ

ることである。
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に21枚,配 分することになる。商品券の総枚数が1枚 増えたにもかかわらず,

A支 社の配分は3枚 か ら2枚 に減 っている。Hamilton法 は分か り易い配分方

法であるが,こ のような欠点がある。

以上,表1の 例を解いたが解は1つ であった。次に,複 数個の解が存在する

問題を解 き,前 節で述べたタ 表
4.複 数個の解がある例

孟 5

P1 ろ P3 P4

1 2 2 2

この デー タを入力 し,各 配分 法 による解 を求め た。Adams法 に よる解 は次

の通 りで ある。S(a)の 値 に注意す る。d=2の 時 の配分 は(1,1,1,1)

で あ り,dが 僅 かで も減少す る と,配 分 は(1,2,2,2)に ジ ャ ンフ.する。

従 って,3通 りの解が存在 し,タ イ プ2の 解 であ る。
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Dean法 による解 は次の通 りである。
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d=1.5の 時,プ レイヤ ー-1へ の 配分 は1,プ レイヤー2か ら4へ の配分 は

1ま たは2で あ る。従 って,上 記 の3通 りの解 が あ り

Hamilton法 に よる解 は次 の通 りであ る。
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且ill法による解は次の通 りである。
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S(a)の 値 に よ り,タ イプ2の 解 であ るこ と,dの 値 が1.4142… と なってお り,

無 理 数であ るこ とが分 かる(有 理 数な らば,そ の帯分 数表示 二少 数表示,と 表

示す る ように プログ ラム して ある)。 従 って,前 節 の(4H)の と ころで述べ た

方法 に よ り求 め られた解 であ る。

Jefferson法 に よる解 は次 の通 りであ る。

d=1の 時,配 分 は(1,2,2,2)で あ る。dが 少 しで も増 えれ ば配 分

は(0,1,1,1)と な る。従 って,上 記 の6通 りの解 が得 られ る。 これは

タイプ2の 解 であ る。
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以上,簡 単な例 を通 じてであるが,複 数の解を持つタイプ1と タイプ2の ケー

スが確認できた。

最後に,ユ ーザーインターフェースに関して留意 した点を述べ る。0の 要求

量は意味がないので,要求量が0で あるプレイヤーが存在するにもかかわ らず,

「入力」以外のタブに移ろうとすると,図6の ような 「注意」が表示される。

整魏 こ㌫喬配勢,璽愈量1ま]iEee整数壷入力しτ礎 載 、1

1了 解

図6.注 意

「ヘ ル プ」 メニ ューか ら 「バ ー ジ ョン情報 …」 を選 ぶ と
,図7の ダイアログ

ボ ックスが表示 され る。
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4.補 遺

この補遺において表3の3列 の初期の値dに おいてSum(d)>Aで あること

を示す。dに おける各プレイヤーの配分 をαi(2つ ある場合は小さい方)と

する。

Adams法:

S(・1)・一葺 ≦4よ りSum(d)譲 σ場 勲 一2A>Aと なる・

Dean法:

S(ai)・一鑛 劉 ≦4よ り

Sum(d)一 撫 ÷ 茎P・〔・-2(σ券1)〕

Hill法,Jefferson法,Webster法 に お いて も,

意 す ると,同 様 に証 明で きる。

詣 亭 一且となる・

撃 〉音 であることに注

5.お わ り に

本稿では授業を補助するプログラム 「整数による配分」を紹介 した。特に,

複数個の解が存在する時に,全 ての解を求めることができるのが,こ のプログ

ラムの特徴である。複雑な処理を計算機に任せたため,わ れわれユーザーは,

本来の目的である,ど の解 を現在の状況に適用すべ きか?等 の,得 られた解

に注意を集中することができる。
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