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分権的システムにおける資源配分による

統合問題の解析瀦

AnalysisofCoordinationProblem forDecentralizationSystem

by ResourceAllocation#

by KazushigeOKUDA半券

Thispaperpresentsamethodforres?urce-allocationcoordinationproblemsoflinearlarge-scalesystems･

Themethodisbasedonthesubdifferentialofanobjectivefunction(ofthemasterproblem)whichisnot

differentiableatsomepoints. Itisshownthatthesubgradientsconstituting the subdifferentialare

equivalenttothenegativesimplexmultipliersforthepararnetrizedresourcesofthesubproblem whichis

sol寸edbyamultiparametriclinearprogrammingassociatedwithright-handsideofconstraints.Thispaper

makesitclearthatthesimplexmultiplierscan beemployedtooptimizethemasterproblem byusingthis

property. Analgorithm isderivedbasedonthe印ethod,anditsefficiencyisdemonstratedbyasimple

numericalexample.

1.緒 言

組織構造が事業部制であるような分権的な生産システ

ムで,/各事業部が独自ゐ目的関数と制約条件を用いて最

適な生産計画をたて,その生産計画を実行するの隼必要

な資源の量と,そのときの日的関数値 (たとえば,有 画

利益)を本部に提示する.本部がこれらの情報を用いて

企業全体が最適与なるような資源の配分を行えば,本部

の意思決定に事業部が直接介入することができ,生産計

画の最終的な意思決定が事業部においてなされる.′これ

は事業部の自律性をより強 くした分権システムであると

いえる.分権システムに対する分割原理牢基づいたアプ

ローチは,部分問題の最適化がはかの部分開題と独立し

てなされるので,これが分権システムたおける部分シス

テムの最適化と額似していることから適用されて′いるも

のである.したがって,分割原理は前述したような分権

的な生産システムの意思決定構造を明確に記述し表現し

ていもとはいえない.このようなことから,分線システ

ムの最適化解析へのアブp-チを分割原理よりも Com-

pc;sitionlの概念に基づいて行えば,分権システムの記

述や意思決定過程を明確に表わすことができる.この観
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点からの研究はすでに報告されている2が,そ こでは部

分システムは実行可能なすべての生産計画を作成する必

要があり,また上位システムはこれらの情報をもとに,

システム全体を最適にする資源の配分を分岐限界法で求

･めている.したがって,部分システムから上位システム

へ送られる情報の量は必要以上に多く,最適な資源の配

分を得る効率を悪くしている.

本研究では,部分システムの最適化によって得られた

実行可能解を用いて,上位システムがシステム全体を最

適にするように資源の配分量を決定し,これを用いて部

分システムが実行可能解を改良する逐次的な最適化法を

提案する.この方法によって,部分システムはシステム

全体の最適化に必要な実行可能解のみを計算することに

よって,効率よく最適解を得ることができることを示

す.

2.資源配分型統合問題

従来の資源配分型統合問題は,次のような分割可能な

問題を対象としている.

max.∑fl(x,･)i=1
J7t

Sub.to∑gl(xi)≦bo
i-1
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x.･∈X,･,i-1,-,m (3)

ここで,X.--ix,･lhf(xE)≦di,X.･≧0),xF (x.Ll.･･･,X.･pl)T,

Z'O-(bol,･･･,bo')T,dl-(d.･1,-･,d.･bi)T,gi-(g,;1 ,････g･･E)T,

hi-(h.･1,･･.,hipi)Tである.fiは実数値関数, gわ1Z,･はベ

クトル値関数である.この間題に対して次の仮定が成 り

立つものとする3.

(A.1) Xzは空でないコンノミクト凸集合である.

(A.2) Ji(x,A)は凹関数でかつ Xi上で微分可能であ

る.

(A.3) gi(x,A)はXi上で凸関数でかつ微分可能であ

る.

(A.4) 原問題 (1)へ(3)は実行可能解をもつ.

各部分問題への資源配分量をbi-(bEl,･･･,b,7)Tとする

と,原問題は次のようなm個の部分問題に分割すること

ができる.

max.Jl(x.･)

Sub:fog,I(X,･)≦Z'.I

xL∈X,･

ここで,

l

畠B,･Sbo

部分問題 (4)～(6)紘,a,･が与えられれば比較的容

易に解くことができるが,主問題(8)～(9)ではzi(ZIE)

とYiを陽的に得ることが困難であるために,これらを

陽的に得ることなしに最適解を得る種々の方法が提案さ

れている.I,A(x.･),9,A(xi),hi(Xi)がともに線形関数で

ある問題に対してほ,2レベル法5や直接配分法6などが

ある.2レベル法は,配分される資源に双対変数によっ

て価格付けを行い,上位システムと部分システムの間の

関係をゲームの問題としてとらえ, これ牢 Robinsonの

模擬プレイ7を適用して解 く方法である.直接配分法は,

2I/ベル法の収束性に着目し,有限回のイテレーション

で収束するように改良した方法である.

fi(Si),gl(XE),hi(X.A)がともに非線形関数である場

合には,許容方向法3･4,接線近似法3などが提案されて

いる.許容方向法は,ある実行可能な制約条件のもとで

(4) (8-)式の方向導関数を最大にする方向を探し,資源の配

(5) 分量を決定する方法である.この方法では,方向導関数

(6) を陽的に得ることが困難であるので,.部分開題の Lag･

(7)

である.主問題は (7)式のもと杜 (1)式を最大にす

るような biを決定するもので,次のようになるL

77t
max.∑zi(a,I)

i-1

1■
Sub.to∑b.･≦bo

iさ1

ZI,L∈YL,i-1.,-,m

こ こ で ,

Z.･(bE)-Sup･x,-1fi(X.I)Sub･xi
togi(xi)≦bL,X,.∈X.･〉 :(ll)

IY i-1bi∈R llgi(xE)≦B,･,for some x.･∈X.･i

(12)

である. この主問題は,次のような特徴をもつことが知

られている3,4.

(C.1) I,･(xi),gi(Xi)はそれぞれ凹関数と凸関数で

あるので,zl(bi)は Y,･上で凹,かついたるところ

で微分不可能な関数である.

(C.2) Y,･は,gi(xi)とX,･の凸性から空でない凸

集合である.

(C.3) 原問題が実行可辞であることから,主問題も

実行可能である.

(C.4) I.･(xi),gi(Xi)が連綻,X.･がコンパクトであ

ることより,部分開題が実行可能であれば,いつで

も最適解をもつ.

range乗数を用いた方向発見問題に置き換えている.揺

線近似法は,任意の Z',･に対するzi(a,A)の線形支持関数

を用いてzI･(ZIi)を近似する方法である.これによって,

zi(Zi,･)は線形支持関数で構成 される連続な区間線形関

数で近似で きる.他方,Y,は1, 2次元以外の場合に

外側線形化と内側線形化によって近似されている.

これらの方法は,いずれも資源を与えられた部分開題

を解き,そのときの資源に関する双対変数を計算して,

主問題における資源の再配分に用いるものである.とこ

ろで,部分システムが必要とする資源の量を計算するこ

とができれば,上位システムの資源配分に関する意思決

定を制約す考ことができ,前章で述べたよう町部分シス

テムの自律性をより強 く認めたものであるといえる.こ

れを行うために,部分システムを部分問題 (4)～(6)

で表わすことができるならば,Z,iをパラメータとして

取 り扱 うことによって,部分開題の日＼的関数と制担飯域

をZI,･で表わすことができる.すなわち,Z.･(a,I)とY,･を

ZI,･に関して陽的に表わすことができ,主問題の (8),

(10)式に部分システムの意思釈定を反映することがで

きる.もし Ji(xi),g,I(x.A),hi(xi)が線形関数であれ

ば,部分開題は Ga18 によって提案されたマルチパラメ

トリック線形計画法を用いて容易に解くことができる.

したがって,クステム全体の最適化を達成するための上

位システムの解法が問題となる.

そこで本研究では,上位システムの評価基準の一つと

して,部分システムの捻和を用いることにする,すなわ

ち,上位システムは (8)～(9)式の主問題で表わされ
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るものと仮定する.もしはかの評価基準を併あせて用い

るのであれば,上位システムは多目的 とな る.また,

I,A(xi),d,･(xl),hi(xi)がそれぞれ次のような線形関数

である場合を対象とする.

fE(xl)-CiTxi,gl(x,･)-AIXE,恥(xE)-His.･(13)

ここで,C̀ミ(C.･1,-,Cini)T,Az･:lxn.･行列,H.I=PiXni

行列である.また,仮定 (A.1),(A.4)はこの場合も

成 り立づものとする.

3.部 分 問 題

(13)式で置き換えた部分開題は,次のようになる.

ImaxciTx,- (14)

Sub.to且ix,･≦bi (15)

xi∈Xi-lx,･lH.･x.･≦dI･,X,･≧0〉 (16)

これをマルチパラメト1)ック線形計画法の形に書き換え

るために,次のようなベクトルと行列を定義する.

64芸-),dI,I-(詔 ,Di-(-吉日)

これらを用いて部分問題 (14)～(16)を書き換えると,

次のようになる.

_ maxciT3Ci (17)

Sub.toGIX,･≦d;+D.lZIl (18)

xi≧0 (19)･

これにマルチパ ラメ トリック線形計画法を適用すれ

ば,べク1 ル･･パラメ-タb,･に関す る最適解と目的関

数の最適値を得ることができる.そのために b,･を任意

の8i∈Rりこ固定し,そのときの最適解と最適値をb,･に

ついて求めると,次のようになる.

xi(bl)-Bl-I(a-i+D16,.)-a,I+A.･占,･ (20)

Z.･(8,A)-cB,･TB{1(a-i+D･･Si)-Zmaxf+eiT8Z･(21)

ここで,8,は G.･の最適基底行列,aFB{1dp̀,bF

BE-1Di,ZmaⅩ.1-CTE.B,I-1d-i･eiT-cBiTB{lD･･であり,

cB.は Biに対応する ciの部分ベクトルである.(20)
式が最適実行可能解であるためには,

8.･EYl(0)-〈Z';1a.･+A,･bi≧0) (22)

でなければならない.8,.をblに変化させた とき blJ毎

Y,･(o),すなわち不等式 aL+A,･bi≧0のいくつかの式が成

り_立たなくなれば,(20)式で与えられる基底解はもはや

実行可能解でなくなる.このとき,最適基底変数の中で

負となるものが少なくとも一つ存在し,他方非基底変数

の中で正となるものが同じ数だけ存在する.前者が基底

から出る変数の候補,後老あ言基底に入る変数の侯禰で,

適当な規則を用いて候補のうちの一つを選ぶことによっ

て,新しい最適な基底解を得ることができる.このよう

にして,パラメータ Z,,･を適当に変化させれば,いくつ

かの最適解と最適値ならびにこれらが成 り立つ ZIlの実

行可能領域 Yl(0)を得ることができる,これらが K,･組

存在するものと仮定し,各組を kl･で表わすことK,する

(A.A-1,･･.,pK)̀.第 k.1番目の最適解,最適値な らびに

Z'.･の実行可能領域を (20)～(22)式の代わ/りに k̀ を用

いて,次のように表わすことにする.

xi(ki)L=Bi(hi)-1(a-,.+D,･Z'i)-dI.(k･'+DE(ki'b.A(23)

Z.･(kE)(bI･)-CBiTB,･(kl)~1(a-,I+D,･h･･)

-zmaE,･O･-)+C̀(k･･)Tz',･ (24)

Y,I(hl)≧ibl1dE(ki)+DE(ki)a.･≧0† (25)

ここで,di(ki)-Bi(All)-1d-(I,DILL(kI･)-BE(kf)-1Di'Zmax.くkL)

-cBiTBi(kl)-1d-"ct(点l)-cBiTBE(Ai)-1D,･,kF lr ,K.･で

ある.

パラメト1)ック部分問題 (17)～(19)が最適解をもつ

blの全領域は,次のようである.

MFE;'yi(k･･, (26)
k,･-1

このM.1上で定義されるZ暮(bi)杏,ziO(a.･)で表わす＼こ

とにする.このとき,Yi(k･'),M,A,I.I(h･')(bl),ZiO(bi)に

関して,次の定理が知られている,

定理 1(Ga18) yE(点t'),Miは ともに閉凸多面体であ

る/ .I

定理 2(Gals) Yi(kl)上の関数 zE(ki)(bi)とM.･上で

定義される関数 ziO(bit)は,Yi(ki)上で線形である.さ

らに,Z10(bi)は Mi上で連続な凹関数である. I

以上のことから,zip(hL)は Mi上のすべての点で微

分可能でない次のような関数であることがわかる.

ziO(a,-)-

Z.･(1･)(B,I)-zmaxi(1,')十Ci(1̀)Tbゎ
bl∈Y,A(】E)

zE(21)(bi)-Zmax,･'2i)+C̀(2i)Tb.･,

Z',･∈yf(21) (27)

Z.･(Kt')(bi)-ZmaⅩ-(K至)+ci(Ki)Tbi,′
Z',･∈Yi(K･.)

行列D.･の要素は,定義により0または1の非負の値

をとるので,これを IDL]qIj.q≧0,j-1,･･･,i+A.A,q-1,

･･･,lt表わせば,zi(ki)(a,･)と ziO(bL)に関して,次の

定理が成 り立つ.

定理 3 iD,I,Lqli,q≧0のとき,Z,I(ki)(b̀)は Z･.･につい

て増加線形関数,′Z,･o(A.I)は増加凹関数である･

証明 (24)式より

zitk･')(hi)-CBiTBi'Ai'-1(a-,+D.･bi)

-cB,LTBf･(ki)-1dHE+cBiTBl･(hl)-1D,･bl･

ここで,cB.･TBl(A.)-1d-I--zmaxf･(All),CBiTBi(A,･)-1-ui(hi)

とすると上武は,

zi(hl)(bi)-Zmax̀(k̀)+uE(hi)TDibi
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となる.ところで,uE(ki)はZIi∈Yl(k･.)に対する部分問

題 (17)～(19)の双対変数である.したがって,最適解

においてはtJl(A,')≧Oであり,また Z.naEi(ki)は定数項で

あるので,fDi,･q),A,q≧0であれはzi'kl)(a,A)は増加線形

関数である.このことと定理2より,ziO(bi)は増加凹

関数である. -ヨ

B (̀Ai)と Yi(kz')に関して,以下めような定義をする.

定義 1 部分問題 (17)～(19)において,二つの基底

行列 Bz(1,I)とBl(2i)を考える.

(i) B.I(1,-)とBl(2,I)を同時に姦通とするような石iE
Miが存在する.

(ii) Bi(ll)から B.1(2Z-)(または Bi(21)から Bi(lt'))

へ1回の双対ピボット操作で基底変換できる.

B̀(1i)と Bi(2i)が上の条件 (i),(ii)を満たすなら

ば,Bi(ll) とBL(2i㍉ま隣接しているという_

･定義 2 B ,I(ll)･とB.I(2i)が隣接 した基底行列であれ

ば,それぞれに対応する Yi(1i'と Yl.(2l')を隣接領域と

呼ぶ.

4.~主 問 題

4.1 主問題の定式化

前章の展開により主問題 (8)～(10)は,次のように

なる. L
J71

pax∑ziO(bi) (28)
rl封I

rJL
Sub.to∑B,･≦ bo (29)

i-1

E,,･∈Mi,i-1,.･･,7n (30)
n1

目的関数(28)を ZO(h)(-∑zi(Z,i)),Z,-(blT,.･･,a,nT)Ti=1

とし,制約条件 (29),(30)･を次のように定義する.
nL

9-ibL∑bi≦bo,bi∈M,.,i-1,･.･,ml (31);-1

このとき,ZO(b)と32に関して次の定理が成 り立つ.

定理4 12は閉凸多面休である.また,ZO(Z･)は12上

で連続な増加凹関数である,

証明 定理 1より,〟iは閉凸多面体であるので,良

の定義式(31)から32は閉凸多面体である.次に定理 2と

3より,ziO(bi)は連続な増加凹関数である.したがっ

て,Z,LO(bi)の総和である ZO(a)もまた連綻な増加凹関

数となる. 日

各部分問題の実行可能領域Y`̀ki)の中から,昂YÈk,'≠i=1

¢となるような任意ゐ領域を選び,それをYE(i･.)とする.

(29)式と b,･の非負条件を満たすようなすべての領域の

組み合わせがJ組存在するものとし,各組をa)(,ど-1,

-,J,(1≦ノ≦nKi)で表わし,wEを構成する髄域のi-1

添字集合を T【とする.すなわち,

〝I
a''-ろY.･'if'∩〈b.Ll∑Z'l≦b｡,B,･≧OI,

i=1 1L-1

k̂.･∈T亡,ど-1,-,J

明らかに,

∫

Jud)(--32;=1L

である.叫 上で定義される主問題の目的関数を ZE(a)

とすれば,＼これは次のようになる.

Z∈(b)=蓋zi(il)(a.･)i-1
トill

-義(zM,L'&･'!+｡'&E'Tbi)

-∑zma王.̀&L''+豊cE'&･'Tbl

wl

i-1 i=1
-zmaⅩくく)+C(く)Tb,k̂i∈TE (34)

爪
ここで,Znaヱくく)-∑zmag̀(iL),C(∈)- (cl(ll)T･i-1

cm'lm)T)T,a-(blT,I.･,E'mT)Tである.

a)EとZ亡に関して,次の定理が成 り立つ.

定理 5 叫 は閉凸多面体である,また,Z((a)は

ZIi∈a)(上で増加線形関数である.

証明 定理 1よりy吾 ㍉ま閉凸多面体であるので,

k̂E∈T'なるm個の Yi(il)の共通部分も閉凸多面体とな

る.したがって,(32)式で定義されるa''は閉凸多面体

となる.次軒と,定理 3よりZ,I(A,')(a,I)が増加線形関数で

あるので,(34)式よりZE(Z,)は aJE上で増加線形関数

となる. 1

9上で定義される Zく(a)を ZO(a)とすれば,定理

4,5からこれはβ上のすべての点で微分可経でない関

数であることがわかる.すなわち,

叫 について次の定義を置く.

定義 3 Yi叩 ,1i∈T;1と Y,･'2t'',21∈_T亡2をそれぞ

れ要素とするa,Elとu;2を考える･もしYL(18''とY,･(2t''

が隣接領域であれば,a)(1とwE2も隣接領域と呼ぶ.

4.2主問題の最適化

前節の展開より主問題 (28)～(30)は,次のようにな

る.

max･ZO(a) (36)

Sub.tolli∈32,i-1,-･,m (37)
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ところで,ZO(a)と Z,･0(a)をそれぞれ

ZO(a)ニー-,ifbi宅9 (38)

ziO(bi)---,ifbL句Mi,i-1,･･･,m (39)

として,目的関数の定義域を RE全体に広げる.これは,

dom ZO(a)-32

dom z.･0(a.･)-M,A,i-1,-,m

を意味する.このようにす ることによって,ZO(b)は

(35)式を考慮して次のような min関数に置き換えるこ

とができる.

Z十(a)-minくZく(A) (40)

これを用いて主問題 (36),(37)を書き換えると次のよ

うになる.

maxZ十(h)-mingZE(a) (41)

sub.to 如 .1≦bo (42)
I'-I

ZIl≧0 (43)

この主問題の最適解を得るために,次のような Lagr-

ange関数を定義する,

爪
Lo(ZI,tJo)仝Z十(a)+UOZ:(∑bi-bo) (44)1コ=1

ここで, t'｡- (uol,-,u｡.)Tである./最適性の必要条件

は,微分可熊関数に関する Kuhn-Tucker条件に対応す

る次の定理によって与えることができる.

定理6(福島9) Slaterの制約想定を満たす B.･,i-1,

I-.,mが存在すると仮定する.そのとき,高,･が主問題

(41)～(43)の大域的最適解であるための必要十分条件

紘,

∂Lo(石,ulo)-∂Z'(石)+ETiio∋O
iZo≧O
J花
∑bi≦bo
i-1

m
iioT(∑bl-bo)-0i-1

(45)

(46)

(47)

(48)

を満たすLagrange乗数ilo∈REが存在することである･

こーこで,eLo,∂Z十は劣微分,Eは(42)式の∑に対応す

る行列である. l

z+(Z')が連箆な微分可能関数であれば,上の定理は明

らかにKu'hn-Tucker条件と一致する.

必要条件 (45)～(48)を用いて最適解を求めるには,

Z+の劣微分を知る必要がある.(40)式で定義した min

関数の劣微分に関して,次の定理がある･

定理 7(福島9) (40)式で定義された凹関数について,

intdom Z+(A)≠¢､とすれば,Z･∈intdom Z十(Z')に対し

て,

8Z+(ZI)⊂Co18ZE(A)Ir∈Z(a)I (49)

が成 り立つ.ここで,I(a)-lrIZ+(a)-Z((A),ど-1,

･･.,Jyである. 1

したがって,(34)式より

∂Z'(Z')-co18Z.･(i･')(b̀),k̂,.∈T'〉 (50)

であるので,Z',･∈a''に関する Z.1(li)(bi)の劣微分がわ

かれば,OZ+(ら)を求めることができる.そのために,

zi'lz･)(E',A)の劣勾配を求める必要がある.点 bil∈a';に

おける zi的)(b̀)の劣勾配は,任意の Z･i2∈叫 に対し

て,

zl･(̀l)(Z'12)-Z.I(li)(a,･1)≦el(a,･2-Z'il) (51)

を満たす Ei∈RLである.点 bilにおいて,上武を満足

するt.･全体の集合が Z,･(i･･)(bi)の劣微分 8zi(li)(Z,,I)で

ある.

劣勾配 E,･と部分問題 (17)～(19)の双対変数 tJlとの

間には,次のような関係が存在する.

定理8 部分問題 (17)～(19)の Lagrange関数を

Li(xi,tJ,I)-CETxi+tJiT〔CiXi-(a-i+bib.･)〕 (52)

とする.xl兼を部分問題の解とすると,-tJF D.･がZ･.1

における劣勾配,すなわち -t'.･半TDliEaz.A(Lz-)(a.A)であ

るための必要十分条件は,(xi昔,tLi-Xr)が L,･の鞍点条件

L.A(xi,tJl普)≦L,A(xL弟,ui☆)≦LE(Xl半,tJL),

x.･∈Rni,tJ,･≧0 (53)

を満たすことで あ る.

証明 d-i-0,D l･-Lのとき,-ui昔がbiにおける劣

勾配となることが LasdonlOによって証明されている.

この定理の場合に つ いても同様の方法で証明できる.以

下の証明で添字i,kiは省略する.

申 (53)式より
cTx+u半T(Gx- a--DZ･)≦cTx兼

+tI#T(Gx*- a--Dh)

x半が部分開題の解であれば,(23)式よりx*-B~1(d一十

Db)で cTxie-Z(i,),そのときKuhn-Tucker条件より

u*T(Gx半-a--DZ･)-0.したがって上武は次のようにな

る.

Z(Z')≧cTx+tt半T(Gx-a--Db)

Gx≦β-a-+DZ>'となるような hJ∈RTを選ぶ.この制

約条件を満たすxに対して,上式のGh'をβで置き換え

ることができ,次のようになる.

Z(Z')≧cTx+t'半T(β一d--Dh)

β-a-+Db'であるから上式は,
Z(A)≧cTx+t'兼TD(Z･′-a)

となる.Gx≦βなるxに関して上式のSupをとれば,

次のようになる.
Z(a)≧Z(h')+u兼TD(b'-a)
Z(Z'')-Z(a)≦-tt*TD(b′-a)

- 41-

(54)



606 シ ス テ ム と制 御 集29巻 魚9号 (1985)

Gx≦β となるようなxが存在しなければ Z(b′)ニー-

であるので,(54)式はすべての h'∈REに対して成 り立

っ.これは -㌦TD が∂Z(A)の要素であるための定義

式である.

⇒ すべての b'∈Rlに対して(54)式が成 り立つと仮定

する.b'を

d+DZIl=G5e兼

となるように選べば, とれは

Z(b')-cTx兼±Z(i,)

を意味する.(55),(56)式を(54)式に代入すれば,

tt*T(Db'-Db)

-II兼T(Gxキーd--Db)≦0

を得る.tt*≧0かつ Cx兼-a--Db≦0であるので,

u*T(Gxキーd--Db)-0 (57)

および

Gx半≦d+Dh

となる.とれらほ (x半,tt*)がLの鞍点であるための必

要十分条件のうちの二つである.残りの一つを示すため

に,cTxje-Z(ZI)と(57)式を (54)式に代入すると,

cTx兼+tt*T(Cが -a--Db)≧Z(b′)

+lt*TD(b'-a)

を得る.任意のx∈Rnを選んで,

d+Db'-Gx

とすると,郎まこのときの部分開題に対して実行可能で

あるので,

Z(i,′)≧cTx (60)

である.(58)式に (59),(60)式を代入すると,

cTx*十t'斗T(C3C*-dR-Db)≧cTx

+tt*T(Gx-a--Db)

となる.3Eは任意であるので,上式は L(x弟,u*)≧L

(井,㌔)を意味する. l

b-i∈bdỲ(ii),kiET'に対して,石,-でアクティブにな

る制約式の添字集合を,

∫

S,･'ii'-ljld･･j'ii''ESlDi,･4'il'b-1.q-0,

j=1,-A,i+Pi† (61)▲
～

とすると･-2!lD･･,･q(il)6折 dlj(ll)･JESS(lz')を境界とす

るすべての隣接僚域に関する双対変数のベクトルで構成

される凸多面錐が,石iにおける劣勾配の集合,すなわ

ち劣微分となる.

以上の展開から,主問題 (41)～(43)を最適にするた

めには,部分問題 (17)～(19)の双対変数を求めればよ

いことがわかった.部分間藤の双対変数 tLiと叫TD,･は,

部分開題を解く際に用いるシンプレックス ･タブロ内に

シンプレックス乗数として現われる.すなわち,k̂E番目

のタプロは次のようになる.

(62)

ここで,Ni(̀i)は非基底行列である.もし主問題(41)～

(43)の解 毒iが制約条件の内点であれば,u-0-0で最適

条件試 (45)は ∂Z'(石)∋oとなり,石,･がこの条件を満

たせば最適解である.これはシンプレックス ･タブロ

(62)/の中の′<ラメータZ,,･K関するシンプ'L,プクそ乗数

cB,･TBL(i,I)-1Dl.が0に等しくなったときに滞たされる･

5. アル ゴ リズム

以上の展開から,最適解を得 るためのアルゴリズム

紘,次のようになる.

ステップ1 任意の 8̀ (蓋81≦Z'｡,占.≧o)を用いて各
i-=1

部分問題 (17)～(19)を解く.このときの実行可能領域

Y.･(ifl)を求める.ki-1E,i-1,･･･,m,ど-1とする.

ステップ2 a)(,ZC(a)奄求め,主問題を解く.得ら

れた最適解を b-,･とする.

ステップ3 b-,･∈bdw亡となる部分問題について,

S.I(il),A.∈Tくを求め,Y,･(対∋古,･の隣接飯域を求める.

すべての隣接領域について,zE的)(bE)の劣勾配を計算

する.もし fi-0,i-1,･-,m であれば最適解が得られ

ており,計算を終了する.そうでなければステップ4へ

いく

ステップ4 Ei?最も大きな隣接領域を Y.I(ki+1)と

し,aI(.1,Z;+1(a)を求める.主問題の制約条件に

-D,･(hi'1)b̀≦d̀(ki'1),A.･∈F'.1を加え,古̀ が解となる

ようにタブロを変換する.て-ど+1,和一ki+1としてス

テップ2-戻る.

Note:

(1) ′ZO(a)は連続な増加凹関数であるので,ZO(a)

の増加方向に部分領域をたどってい桝ま,必ず最適解に

達する.

(2) ステップ2の主問題は,叫 について解桝 まよ

いので次のようになる.

max.ZC(あ)

m
Sub.to∑B,･≦Z,0

i三1

-Di(ki)Z'i≦d.･(&･･),A.･∈T(,i-1,･･･,m

ZIE≧0

この制約条件は,(32)式よりZIi∈WEと等価である.
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(3) ステップ3における計算の停止基準は,E.･-0
かあるいは隣接領域が存在しないことである.また,防

接飯域の zi(ki)(a,I)の劣勾配は,一回の双対ピボット操

作によってシンプレックス乗数を計算すればよいので,

ー新たに Yi(kl)を求める必要はない.

(4)ステップ4で新しい制約武 一D iくhi+1)8,･≦ di(ki'1)

を追加し,石,･が解となやように掃出し法でタブpを変

換すると,a'Cを構成している -Di(kl')bL≦ di的 )は冗長

制約としてタブ｡上に現れるので容易に除くことができ

を.また,境界となる制約式は不等号の向きを逆にすれ

ばよい.

(5) 部分開題は,一度最適解が求まると｣回の双対

ピボット操作によって次々と新しい隣接領域を求めるこ

とができる･ttかしながら,.主問題はイテレ-ションの

たびごとに新しい線形計画問題を解 く必要があるため

に,叫 の最適解を叫+1の初期実行可能解として利用す

れば,計算量を節約することができる.

6.数 値 計 算 例

607

max.4xll+3x12+5x21+8x22

Sub.to 2xll+x12+x21+ 3x22≦96

xll+x12十x21+2x22≦58

2xll+3x12 ≦36

3x21+4x22≦48

x11,X12,x21,x22≧ 0

部分開題と主問題の資源配分の制約条件は,次のように

なる,

部分問題1: 部分問題2:

max.4xll+3xェ2 maX.5x21+8x22

Sub.to 2xll+x12≦ bll Sub.to x21+ 3x22≦ b21

xll+x12≦ b12 x21+2x22≦ b22

2xll+3x12≦36 3x21+4x22≦48

xll,X12≧ 0 .x:21,x22≧ 0

資源配分制約し:

∂11 十∂21 ≦96

b12 +b22≦58

資源の初期配分量を blユニ20,BI芝-13,821-24,622-

18とすると,部分問題 1と部分問題2のシンプレックス

計算例として,次のような例題を考える.′ ･タプロは,Tablelのようになる.TablelでタブP

Table1 Simplextableau

7 - 4等一 丁一一-
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Iは初期タプロで,タブPIlは k,I-1,i-1,2の初期最

適解のタプロである.このときの最適解と最適値および

biの実行可能領域ほ,次のようになる.

最適解 :x l̀11'- (67二 ; :: ; : zl2)･x2̀12'-(132I3,2;2222)
最適値 :zl(ll)-46+all+2b12,Z2(12)-84十2b22

実行可能領域 :

yl(ll)-〈(bll,b12)ト ell+b12≦7,bl.-2b12≦6,

-bユ1+4blZ≦4)

y2(12)-i(∂21,∂22)16≧∂22≧-2,-2∂21+5∂22≦6〉

このときの劣勾配は, -tt.(ll)TD1-(-1,12)T,-

IL2(12)TD2-(0,-2)Tである.資源の残余配分可純量

は,資源1について52(-96-20-24),資源2について

27(-58-13-18)であるので,主問題は次のようになる.

max.bll+2b12 +2b22+130

Sub.to∂11 +∂21 ≦52

b12 +b22 ≦27

(∂1., ∂12)∈yl(ll),(∂21,∂22)∈y 2(12)

' bll, b12≧0,b21,b22≧0

これを解 くと,右.-(16,5)T,石2-(12,6)T,Z1-168と

なる.

古1は,Y l(ll)を構成する-bll+4b12-4とb.1-2b12-6

の交点である.したがって,y l(ll)の隣接領域は-∂11+
4b12-4を境界とするものと,bll-2bl2-6を境界とす

るものがある.前者については,基底変数 x12と非基底

変数 x13が入れ替わ る (タプロⅡ).後者については,

x15と x14が入れ替わる (タ!プロⅣ).古2については,

Y2(12)を構成する-2b21+5bz2-6と b22-6の交点に右2

が存在し,それぞれを境界とする隣接領域が存在する.

前者ではx21が,後者では x23が基底から出る変数とな

り,両者ともx24が基底に .̂る変数となる (タプロⅡ,

Ⅳ).このときの劣勾配は,それぞれ zl(21)に関して(-

3/2,0)Tぉよび (0,-4)T であり, zz(22) については

(0,0)T,(-4/5,0)Tである..したがって,部分問題 1

では -bll+4b12-4に関する隣接領域を採用し,部分間

藤2では-2b2_I+eb22-6に関する隣接領域を採用する.

その結果,主問題に追加する制約式は次のようになる.

部分問題1:-8≦bll≦16,-bll+4blZ≧4

部分問題2:∂21≧12,∂22≧6

主問題の目的関数は ZZ-3/2bll+144で,最適解は b-1

-(16,5)T,石2-(12,6)T,Z2-168となる.

部分問題2ほすでに劣勾配が0となっているが,部分

問題1はまだ0になっていない.そ こで,all-16に関

する隣接飯域について基底変換すると,タブロⅤのよう

杵なり,劣勾酔 え0となる.したがって,最終的な最適

解は次のようになる.

xl+a-(18,0)T,x2井-(0,12)T

-Zll半-(16,5)T,b2着-(12,6)T

Z兼=168

7. 結 吉

本研究では,分権的システムの資源配分による統合問

題に対する Compositionの概念に基づいた解法を提案

した.部分問題にマルチパラメト1)ック線形計画法を適

用することによって,目的関数と実行可能領域を資源の

配分量に関して陽的に得ることができることを示した.

上位システムにおけるシステム全体の最適化のために,

部分問題のシンプレックス ･タプロ内に現れる双対変数

の値が利用できることを明らかにした.これらのことに

基づいた最適化アルゴリズムを捷案し,その有効性を計

算例を用いて例示した.
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