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1.は じ め に

私が担当す る数理的な科 目(例 えば 「意思決定論」等)に おいては,そ の内

容を理解するために,多 くの数値例を自分で解 くことが必要である。しか しな

が ら,人 間の手計算で解ける問題は,小 規模なものに限られる。 また,手 計算

で解ける問題でも,自 分で求めた答えが正解であるかをチェックす ることも容

易ではない。正解が不明なため,演 習を途中であきらめた経験を持つのは私だ

けではないであろう。 これに対処するために 「破産問題」の解を計算するプロ

グラムを作成 したので本稿で紹介する。中規模程度以下の問題のデータを入力

し,該 当するタブを表示 させれば,種 々の解 を計算するプログラムである。解

法の違いを視覚で捉えることができるように工夫した。 このプログラムを有効

に利用することにより,計 算の手間にとらわれず,種 々の解の定性的な違いに

注意の焦点を集めることが可能 となる。

〔91〕
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2.「 破産 問題」 とその解

この節では 「破産問題」 とその解を説明する。

表1各 プレイヤーの要求額

プ レイ ヤー 1 2 3 4

要 求 額 100 300 400 500

次のような例を考 える:あ る人が資産1,000万 円を残 し死亡 した。 この人に

は4人(こ の人たちをプレイヤーと呼ぶ)に 借金があ りその額(要 求額 と呼び,

単位は万円とする)は 表1の ように与えられている。資産が要求額の和よりも

少ないので,各 プレイヤーに資産をいかに分 けるべ きか?と いう問題が発生

する。これが破産問題である。

一般的に,プ レイヤーの集合 をN:={1,_,n},ま た,0<E≦ Σ の φ>0
ゴ　ガ

(∀ブ∈N)と し,資 産 をE,要 求 額 をd:=(dl,_,dn)と す る 時,破 産 問 題 を

(E;d)で 表 す 。 破 産 問 題 の 解!は 破 産 問 題(E;d)にEの 配 分!(E;d):=

(fi(E;d),_,fn(E;d))を 対 応 させ る 関 数 で あ る 。Eの 配 分 で あ る こ と か らf

は Σ 乃(E;d)=・Eま た,問 題 の 内 容 か ら
ブ∈N

OSf」(E;d)≦d」(∀ ブ∈N)(1)

を満たす。

本稿で扱 う解 は,比 例配分法,Head法,Leveling法,仁,シ ャープレイ値,

τ一値の6つ1)で ある。仁,シ ャープレイ値,τ 一値 は破産問題を部分集合 とし

て含むより広い譲渡可能効用を持つ提携形ゲームの解である。

比例配分法(Prop):

Eをdに 比例 して配分する方法である。 これはEを 配分する際に,各 プレ

1)こ れ らの 解 の 詳 細 はYoung,Moulin,Driessenを 参 照 。
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イヤーの要求額の どの1円 も同等の貢献 をしているという考 えによってい

る。式で書 くと

Pr・恥(E;d)・強E(∀ ブ∈N)

i∈2>

Head法(Head):

各 プ レ イ ヤ ー を 同 等 に扱 い,Eを な る べ く プ レイ ヤ ー に均 等 に 配 分 す る 方

法 で あ る。 均 等 に し た い が 条 件(1)を 満 たす 必 要 が あ る の で,次 の よ うに 若 干

の修 正 が 必 要 で あ る。

且eaの(E;d):=min{λ,4ノ}(∀ ブ∈N)

た だ し・ λは ΣHeadブ(E;d)=Eを 満 た す 。
ブ　ヱ　

Leveling法(Lev):

Head法 と双 対 的 に 各 プ レイ ヤ ー の 不 足 分 の 一Le%(E;d)を な る べ く均 等 に

配 分 す る方 法 で あ る。 式 で 書 く と

Levブ(E;d):=dj-min{λ,の}(∀ ブ∈N)

た だ し,λ は ΣLevブ(E;d)=Eを 満 た す 。
ノ∈ハ「

仁(NUC):

Eが 小 さい時は且ead法 の考え方で,Eが 大 きい時はLeveling法 の考え方

で配分す る。式で書 くと

Nu・」(E;d)・=={藻

}1:二:議::

た だ し,λ は ΣNucブ(E;d)=Eを 満 た す2)。
ブ∈N

2)詳 しくは,補 遺参 照。
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シャープレイ値(Sh):

〃人のプレイヤーが順番に到着する。先着順に(ま だ残っている資産があれ

ば)自 分の要求額(も し,要 求額に満たなければ残っているもの全額)を 受

取る。 π1通りの到着順 における受取 り額を平均 した ものがシャープレイ値

である。式で書 くと

s場(E;d)・一÷ 恩 〃(E;d)

脚)・-min侮m・x{・ ・E-,
。、、、¥。,」、φ}}

た だ し,Hは 〃1通 りの 順 列 の 集 合 で,そ の 要 素 π に お い て π(の は プ レ イ

ヤ ー ゴが 到 着 した順 番 を表 す 。

τ一値(Tau):

比例配分に似た配分方法である・E≦ 吉潔 の時:ま ず,各 プレイヤーの

要求額 をEで 抑える。すなわち,む=min{E,の(∀ ブ∈N)と する。新たな

破産問題(E;d')の 比例配分 を求める。その比例配分 による配分が元の要

求額の半分を超えるプレイヤーか ら,そ の超過分を取 り,元 の要求額の半分

に抑える。元の要求額が最大であるプレイヤーは残 りを貰 う3)。式で書 くと

T・巧(E;d)・-min{P・ ・恥(E;4虚}(∀ ブ∈N)

Tauκ(E;d):=E一 ΣTauブ(E;d)
ゴ≠κ

た だ し,dK-m・x{ddl7'EN}で あ る ・E誌 影 の 時:

T・恥(E;d)・ ・d」-T・ 砺 〔愚4・-E;d〕(∀ ブ∈N)

3)詳 し くは,補 遺 を参 照。
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以上が,本 稿で取 り上げる6つ の配分方法である。これらの中で,比 例配分

法,Head法,Leveling法,仁 の4つ の配分方法は優先法(prioritymethod)

としても解釈できる。優先法 とは,各 プレイヤー毎に,自 分の要求額 と現在自

分に配分されている額のみに依存 して決まる優先度が与えられていて,追 加の

資産をその時の優先度が一番高い

ところに配分する,と い う方法で

あ る。各々の優 先度r(d,x)は 表

2に 与えられている。dが プレイ

ヤーの要求額で,κ が現在配分 さ

れている額である。

次節で紹介するプログラムでは

比例配分 法,Head法,Leveling

法,仁 の4つ の配分方法が優先法

であることを視覚的に理解できる

ように,図 的解法 を行っている。

表2優 先 度

配分方法 優先 度7(d,x)

比例配分法
4一 κ

4

Head法 一 κ

Leveling法 4一 劣

仁

〆4
-・ 鉛・0≦ ・<7

《

4

、4一・ 鉛・万 ≦・≦4

3.「 破産問題」 プログラム

この節では 「破産問題」を解 くプログラムを紹介する。前節で導入 した例を

解 くことにより,プ ログラムの利用法を説明し,プ ログラミングの時に特に留

意 した点を述べる。

このプログラムのアプリケーション版を実行 したのが図1で ある。「データ

の入力」 タブと 「解の計算」 タブがあるウィンドウが表示 される。 この 「デー

タの入力」タブでデータを入力する。見て明 らかなように,必 要ならばプレイ

ヤーの人数を変え 「変更」ボタンを押す。次に,資 産Eと 要求額dを 入力する。
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図1「 破産問題」起動時のウィンドウ

前節の数値例のデータを代入す ると図2の ようになる。「解の計算」タブを

押すと解が図で表示される。この 「解の計算」タブは 「比例配分」から 「τ一値」

と 「まとめ」の合計7つ のタブからなる。
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各解のタブにはその解による配分額の値 とその図的表現が表示 され,「 まと

め」タブにはすべての解による配分額がまとめられている。

「比例配分」か ら 「仁」までの4つ のタブでは下部にある 「再描画」ボタン
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が利用できる。前節で述べたように,こ れ らの配分方法は優先法とも解釈でき

るので,そ の解釈法で図示 させるボタンである。すなわち,追 加の資産をその

時点で(自 分の要求額と現在の配分額のみで決定される)優 先度が高いプレイ

ヤーに配分する,と い うように図示で きる。「仁」タブで(必 要ならば 「描画

スピー ド」 をスライダーで調節 し)「再描画」ボタンを押すと(「再描画」ボタ

ンが利用不可能,す なわち,淡 色表示 にな り),水 色の部分が下方から上方へ

と移動 し最終の配分額に達する。これらの図において,各 棒の水色の部分の上

端の縦軸方向の座標が現在の優先度(下 に行 くほど高い)に なるように図は描

かれている。優先法に従 って各棒の水色の部分の上端が(可 能な限 り)水 平に

なるように上へ移動 してい く。

このような図を描 く際の注意点と時間の経過に従って表示を変化 させる(一

定時間毎に処理をさせ る)方 法について以下に述べる。

図を描く際の注意点:

「仁」等のタブの背景が白い部分(JPanel)に 図(赤 色の棒の境界 と水色の

棒)を 描いている。同じタブ上にある,例 えば,「要求額:100」 という文字列

は描 く必要がある時に,一 度描けば,(他 のウィン ドウの裏 にな りその後また

図 を描 く コ ー ド

privateJPaneljPanelFigure=newJPane10{

publicvoidpaintComponent(Graphicsg){

super.paintComponent(9);

mypaintComponent(9);

};

privatevoidmypaintComponent(Graphicsg){

/*gに 現 時 点 で の デ ー タ を 利 用 して(赤 と水 色 の 部 分 の)棒 を 描 く ・/
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表 に現 れ た 時 に)自 動 的 に再 描 画 さ れ る。 しか し なが ら,図 は以 下 に述 べ る よ

う に しな い と,再 描 画 さ れ な い 。

図 を 描 くJpanelを 作 る 時 に メ ソ ッ ドpaintComponentを 定 義 し,そ の 中 で

実 際 に描 画 を行 うメ ソ ッ ド(こ こ で はmypaintComponentと い う名 前 に した)

を 呼 び 出 す 。mypaintComponentの 中 で,呼 び 出 さ れ た 時 点 で の 図 を 実 際 に

描 く(「 図 を描 くコ ー ド」 参 照)。

一定時間毎に処理をさせる方法:

「再描画」ボタンが押 されたら,時 間の経過に従って水色の部分が変化する。

これは次のように実現 している。「再描画」ボタンが押 されたら,(処 理中に再

度同じ処理を依頼 されることを想定 していないため)こ のボタンを利用不可能

にし,一 定時間毎に通知するタイマーを起動させ る(『「再描画」ボタンが押さ

れた ら』 を参照)。

「再 描 画 」 ボ タ ン が 押 さ れ た ら

jButtonAnimate.setEnabled(false);

//「 再 描 画 」 ボ タ ン を 利 用 不 可 能 に す る

timer=newTimerO;

//タ イ マ ー を 作 り

timer.scheduleAtFixedRate(newMyTimerTaskO,O,100);

//100/1000秒 毎 にMyTimerTaskのrunメ ソ ッ ドを 呼 び 出 す よ うに 設 定

このタイマーの通知により実行 されるrunメ ソッ ドの中で,水 色の棒の長

さを計算 し,そ の結果を描画 させる。具体的には,描 画の繰返し中ならば,そ

の時点での仁を計算 し,結果を実際に表示 させるために,jPane1Figureに 更新,

再描画するように命令する(こ れによ り,上 述 のmypaintComponentが 実行

される)。描画の繰返 しが終了したならば,タ イマーをキャンセル し,「再描画」

ボタンを利用可能にする(「runメ ソッド」を参照)。
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runメ ソ ッ ド

privateclassMyTimerTaskextends

TimerTask{

publicvoidrunO

if(/*描 画 の繰 返 し 中 か*/){

//現 時 点 の仁 を 計 算

jPanelFgure.revalidate();

jPanelFgure.repaint();

}else{

timer.cance10;

//タ イ マ ー を キ ャ ン セ ル

jButtonAnimate.setEnabled(true);

//「 再 描 画 」 ボ タ ン を 利 用 可 能 にす る

4.補 遣

この補遺において破産問題の仁 と τ一値 を求める。破産問題(E;d)か ら破

産ゲーム(N,VE;d)が 次のように定義される。

VE・d(s)・一{野{E-d(N-s)'o}詳 ず8≠ の

ただL・d(S)・一榊 離 ガ8≠ ② である鵡 便宜のため

f(ブ):=VE、d({ブ})ニmax{O,E-d(N)+dS}(∀ ブ∈N)

△(ブ):=VE、d(N)-VE、d(N-{ブ})=min{E,dd}(∀ ブ∈N)

と お く。 ま た,{d,・1ブ ∈N}の 最 大 値 を 与 え る ブ をKと お く4)。
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(i)E-d(N)+dK≦0の 場 合:

Kの 決 め 方 よ りf(の=0(∀ ブ∈N)と な る 。

(li)E-d(N)+dK>0の 場 合:

!(K)=E-d(N)+aκ>oで あ る。 また,Σ4ノ<Eよ り4ノ ≦E(∀ ブ≠K)と な
ブ≠κ

り,従 って △(ブ属(∀ ブ緬 で ある。 さ らにE≦4(穿)な らばd(N)-

E≧E2d」(∀ ブ≠κ),E≦ 響 ≦4(N)-E<dKと な る。 従 って,細 一

〇(∀ブ≠K),△(K)=Eで あ る。

仁 の 導 出:

概 略 を述 べ る 。破 産 ゲ ー ム(2V,VE;d)の 仁 は 次 の よ うに 定 義 さ れ る 。 まず,

愚 ザEで あ るx=(x・ ・…・x・)1こ対 して ・ 不 満 ・(S・x):=VE・d(S)一 瀞 を議

す る 。{e(S,x)1∀S⊂N}の 要 素 を 大 きい もの か ら順 に 並 べ た もの を θ(x)と お

く・ ←1∫脇 ≦△(ブ)(∀」EIV)}恥E}の 領域において辞書式川頁序・)の意

味で θ(κ)を最小にするκが仁である。

9・S',・E、d(S)≦m・xC
ESf(ブ)β 瀞 、△(ブ)}が 成 立 す る・)・従 っ て,

VE、d(S)一 黒 η ≦m・xCZ ・.s(f(ブ)一 笏)・、黒 、暢 一△(ブ))}

VE、d({ブ})一η=f(の 一η とVE、d(N-{ブ})一 Σ κ戸 η 一△(ブ)に 注 意 す る と
i∈ノV-{ブ}

θ(X)=(max{max{!(ブ)一 吻,紛 一△(ブ)}1ブ ∈N},_)

す な わ ち,θ(x)の 最 初 のn個 の要 素 は{min{Xj-f(」),△(」)一 簿}け ∈N}の 要

4)最 大値 を与 える ブが2個 以 上あ る場合 は,適 当 に1つ を選 ぶ。

5)2つ の ベ ク トル θ(x)と θ(y)の 要素 を左 か ら順 番 に比 較 し,異 な る最 初 の要 素

の大小 を θ(κ)と θ(ッ)の大小 とす る。

6)例 えば,Namekataetal.参 照 。
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素を小さい順に並べ符号 を変えたものである。従って,ま ず,こ れらをなるべ

く大 きくする・・≦ろ≦ △(ブ)〆(ブ)で あるλブに対 して・ηの方程式

min{錫 一∫(ブ),△(ブ)一 η}=λ ブ

を解 くと,

紛 鯛 鵬 〔≦!(ブ)ち△(ブ))ま た脚,)一 △(棚 〔≧∫(ブ)ち△ω 〕

となる.こ れ らは λ≧・を利用 しての(λ)-min{f(ブ)+λ ・f(ブ)S△(ブ)}ま

鵬(λ)-m・x{△(ブ)一 λ・!(ブ)ち△(ブ)}と 書 き直す ことがで きる。{ろ1ブ∈N}

を な るべ く大 き く し,Σ 吻(Z)=Eと す る に は
ノ∈…ハ「

毎(λ)=

min(f(ブ)+λ ・f(ブ)S△(ブ)}

m・x{△(フ)一λ・!(ブ)3△(ブ)}

Σ(!(の+△(の)
forES2∈N

forE≧

2

Σ(!(の+△(の)
i∈1>

(2)

2

た だ し,λ は Σ η(R)=Eを 満 た す 。 この(紛(λ))ブ ∈Nが2節 『「破 産 問 題 」
ブ　ノ　

とそ の解 』 のNucで あ る こ と に示 せ ば,こ れ が θ(x)を 辞 書 的 順 序 の 意 味 で 最

小 にす る κ,す な わ ち,仁 で あ る こ とが 分 か る 。

(i>E}d(1>)+dK≦Oの 場 合:

Nl:={ブ ∈Nld」 ≦E},N2:=N-Nlと お くと,

響 に辱 沌 鷺 ⊥歪}

!(ブ)=0,△(ブ)=min{E,dj}(∀ ブ∈N)で あ る の で,



Σ(∫(ブ)+△(ブ))
ブ∈2>

2

授業 を補 助す るプ ログ ラム(4)

Σ φ+1ハ引E
=ゴ ∈八～

2

と な る。 従 っ て,N2≠ の の 時,E≦

紛ω=1:llli

瀞 優 〕-d(Nl2)

従って,min圃 一min{R・一(ブ ∈N2)と しても良い・

碗=② の時,次 のように書ける。

毎ω一{1∴}

(li)E-d(劫+dK>0の 場 合:

Ml:={ブ ∈NIE-d(N)+の ≦0},M2:=N-Mlと お く。K∈M2で あ り,

f(フ)一{E-d(舟)+φ 畿 笠

△(ブ)一{鵡
E}鱗

107

≧EforlN,1≧2

ラ4(N)lsdg1K+E≧Ef・ ・N2-{K}

-EIS/!IN)f6r1>2一 の

d(N)

2で あ り・

雪}鉛 ・ブ∈珊

・斜 鉛・熾

+IN・IE≧Eで あるので,Rは 号 を超えることはない.

{害}

雪}f・ ・E≦ag/N)

髪f・ ・E≧響)
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である.眺 響),(B)E>撃 娠<E,(c)E>

分けて考察する。

d(ハ今(
A)E≦ の時:2

Σ(∫(ブ)+△(ブ))

M2={K},△(K)=Eで あ る の で,ノ ∈N2

(2)の最 初 の 表 現 を利 用 して,

η(λ)=

た だ し,λ ≧

E-2

す る。

d(N)-dκ

d(N)-dK

η ω==minλ,一

(た だ し,λ=E-

d(劫(
B)E>2

△(K)=dK,d(M2)≦d(N),-d(N)≦-Eで あ る の で,

d(劫
,dK≧Eの 場 合 に2

=Eと な る 。 従 っ て,

min{λ 喜}f・ ・ブ≠K

min(E-d(A・)+dK+λ2E-4穿)+4κ}勧 一κ

で あ る。2

>d(Nl-4K≧ 薯(∀ ブ≠K)に 注意すればこれは次の解と一致

圃

d(㌻4κ
一穿 一 〔響)-E〕 ≦争

,dK<Eの 時:
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濠(ノ(ブ)+△(ブ)) -d(N)+d(M2)+(E-d(N))IM、1

109

(2)は

2

{鑓鵯
≦E

紛(λ)ニ

2

forM2={K}

forIM,1≧ ≧2

m・x{φ 一樹f・ ・ブ∈Ml

m・X(d」-R・d」-4(学}勧 ∈M2

とな る 。 まず,次 の 方 程 式 の 解 を 求 め る。

Σ .y」(z)=E
ゴ　ガ

巧(λ)-m・x{φ 一樹 一の一min{λ薯}

d(N)≧E>d(1)・ 恩 の(・)・d(N)・
、訓 糾4(1)で あり・恩 乃(λ)

は騨 調減少関数であるので,
、恥 郎)-Eと なる承 割 が憶 に存

在する・L・={ブ ∈嘱 一樗}と お}ナば 肥 であり,

、Σ(姻+黒 誓 一E

d(N)+d(L)-2Eλ*
=

21Li

が 成 り立 つ 。 ま た,
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ズ

<
一

>E
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一d(N)+許 一2Ef・ ・L・={K}

≦4(笠FEf・ ・ILI≧2

2<薯(∀ 熾)

,dK≧Eの 時:

=Eと な る か ら
,

第1号

d(N)-E

以 上 か ら,L⊃M2で あ り,結 局,x(λ')=.y(λ*)で あ る こ とが 分 か る 。

4㈹(
C)2

△(K)ニEで あ る。d(N)-E≧d(N)-dK≧ φ(∀ ブ≠K)よ りM2={K}と な る 。

Σ(!(ブ)+△(ブ))
」∈ノV

2

(2)の2つ 目の 表 現 を利 用 して

毎(λ)=

た だ し,λ ≧d(N)-dKで あ る。d(N)-2E+璽 ≦璽 とd(N)-2E

一d(N)-E+
2

η(λ)=max4ノ ー λ,一

(た だ し,λ=

τ一値 の 導 出:

こ の 破 産 ゲ ー ム はsemiconvexで あ り,semiconvexな ゲ ー ム のtr値

Tau(E;d)=(Tau1(E;d),_,TaUn(E;d))は

m・x{嗣 争}勧 ≠K

m・x(E-Z・22!t±-gCgSI-d(N)+4K}f・ ・ブーκ

+.4些222222

4K穿 讐(
∀ブ≠K)に 臆 すると,こ れは次の解と一致する・

{雪}

姻 「ノE+dK)
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T・砺(E;d)・一!(ブ)+Σ 輪 票}))〔E㌦ 暑 ∫(の〕(∀ブ∈N)(3>

i∈2V

と'なる。Tau(Σdi-E;d)=d-Tau(E;d)カ ミ成 立 す る こ とが 分 か っ て い る の
ゴ∈〈τ

Σd∫

で,〇 二≦E≦ ゴ酬 の 範 囲 でTau(E;d)を 求 め れ ば よい 。 次 の2つ の場 合 に 分2

け て 考 察 す る。(i)E-d(N)+dκ ≦Oの 場 合 と(li)E-d(N)+dK>0の 場 合 で あ

る 。

(1)E-d(劫+dK≦Oの 場 合:

f(の=0(∀ ブ∈N)で あ る の で,

T・砺(E;d)一 弟 〆E(∀ ブ∈N)

ゴ　ノ　

た だ し,d7==min{E,φ}(∀ ブ∈N)で あ る。

次に・T・U」(昨 弟 〆E嚇 を示織 ≧1であることに注意する

i∈2V

Σ41
と・E≦ 弩 を示 せ ば+分 で あ る ・N・ ・=u∈ ・ZVId」〈-E}と お く と

Σ41 Σ 一d,+(n-IN、1)E
'∈S2∈N'

2≧E

である・何故なら,N・ 一鵬 は仮定E≦ag/N)よ り成立する。n-IN・1≧2

の 時 はdi>Oよ り成 立 す る。E-d(N)+dK≦Oよ り Σd」+E≧2Eで あ り,
ブ≠κ

ノV1==N-{K}の 時 も成 立 す る 。

従 っ て,T・ 砺 働 一P・・P」(E;d')・min(P・ ・P」(E;6劇 で あ る こ とが

示 さ れ た 。TaUK(E;d)=E-ZTau」(E;d)は 当 然 成 立 して い る。
ブ≠K



ヱ12商 学 討 究 第54巻 第1号

(li)E-d(M+dK>0の 場 合:

!(フ)一し一d(∴ 血 髭諜

△(ブ)一{髪鑑媛

で あ る 。 これ らを(3)へ 代 入 す る と,

T・uブ(E;d)一 ・+2(話 一㊥(d(N)-4"一 吉 φ(∀ブ≠K)

d(N)-dK
TauK(E;d)=E-d(N)+dK+(d(N)-dK)2(d(N)

-dK)

d(N)-dK
=E-

2

=E-
.Z.TaU」(E;d)
ゴ　ズ

また・d7=min{E蝋 露 婚 こ注意すると

PrOPソ(E;d')=

の
EE

+d(N)-dK

E
EE

+d(N)-dK

forブ ≠K

forブ=K

El

E+d(N)-dK>-2一 で あ る の で ・

T・砺(E;d)-min(P・ ・P」(E;4玩音 小 ∀ブ≠K)

TaUK(E;d)=E一 ΣTa馬(E;d)
ブ≠κ

が成立 していることが分かる。
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5.お わ り に

本稿では 「破産問題」の6つ の解,比 例配分法,Head法,Leveling法,仁,

シャープレイ値,τ 一値 を計算するプログラムを紹介 した。特徴は,解 を図で表

示 した点である。これにより,こ れ ら6つ の解の考え芳の違いが視覚を通 じて

理解で きるようになり,適 用すべ き状況に依存 して,ど の解を利用すべ きかの

判断が容易になることが期待される。
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