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環 に於 け る根 基の 新 しV・研 究 力11942年S・Perlis(55)に キつ て始 め られN・

Jacobso以31)に よつ て一一・kU大成 され て以 來 今 日で は非 結 合環 の場 合 は勿 論 の

こ とその他 の 代数 系 に於 て も根 基 の研 究が 華 々 し く展 開 され てVbう 。、それ らの

現 歌 に就 て述 べ よ うと す るのが 筆者 の意 圖 で あ るが,今 は環 の場 合 に限 つ て 根

基 の研 究 を述 べ て お く。環 以 外 の場 合 に就 て は後 日に之 を約 す る 。、

§1.根 基 の古 典 的定 義 と最 近の定 義

有 限 個 の底 を有 す る代数(&1gebra)叉 は もつ と…般 に降 鎖 律(d.c・c・)を

満 足 す る環 の 根 基 は,始 め 極 大 巾 零 爾 側 い で や る と して定 義 され(例 えば

Alb・rt(1)23頁 輝7観 よ)・
.eれ は すべ ての 傭 左 ・右 ・爾 側 りで や る を

含 む もので あ る。vanderWaerdenは その著 書(61)143頁 に於 て これ を一

寸攣 形 して ・・根 量(WurzeIgroesse,巾 零 醐1い で や る'を生 成 す る元)の 全謄

馨 括弧内の番號 ば後掲丈献 の番號な示す。
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を根 基 と定義 した が これ は や は りすべ て の 巾零 右,左 いで や るを含 む もので あ

る。

Koethe(40)は 根 基 の 定 義 を 擾 張 して,す べて の片 側 巾零 元いで や る

(Nilid・a1)姶 む画=爾 側幡 元而 やるを以て灘 と名樹 たが,こ れはす

べ ての 巾零 いでや るの合併 にな ることが誰 明され る。(IDeuring,(18)11頁)

以上 は根基の定義 の濫膓 であ るが との外 に も定義 の仕方が幾通 りも あつ て

一般 には古典的定義 は吹の三つ に分類 され る。

1.す べ ての 巾雰 右(左)い でや るの 合併" .'

2.適 當に選 ばれた極 大いでや るの積

3.す べ の固有の 巾零元の集合

第 一の もの は今述べ た もので これ は在來最 も多 く用 い られた も(bで あ る。第 二

の もめ は環が軍位元 を有 するとき甚 だ便利であ り今 日で 叡 二の定義 によること/
"

が 多 い 。根 基 をす べ て の 左(右)極 大 い で や るの積 として定 義 す るこ とは

Jaeobsonの 著 書(30)66頁 定 理18に 詳 しいが,こ の定 義 はZESega1(58)

(59)も 局所 こむ ぱ くと群 に於 て用 いて い る 。第 三 の もの はZGelf,and(20)忙

よる軍 位 元 を有 す る訂換 複 素Banach代 敏 に於 て 用 い られ た 。 彼 は根 基 を一

般 巾零 元(generaliZednilpo七en:七element)の 集 合 と して 定義 し,そ れが す'

べ ての極 大 いで や る の積 に等'tい ことを蓋 明 した 。
、

然 し以上 三通 りの定義 は環 に於け る有限性 の假定 を除去す るとき同値 にな

るか どうか ば分 らない 、・

さて 古 典 的 定葬 か ら新 しく一歩 を踏み出 したの は實に1942年 に於 け る'

Perlis(55)で ある 。彼 は箪 位 元 を有 す る有 限 次 代 激 の根 基 は,9十hが すべ て の,

正則 な(regu工ar)9に 野 しで 正則 に な る如 きhの 全 禮 で あ る こと を誰 明 した 、

そ して 軍位 元 を有 しな い代数 に 劉 して は準 正則 元 .(puasi-regularelemen七)

の概 念 を導 入 し,す べ ての 準 正則 元xと す べ ての す か 一 ら一dに 野 してx十drが

準 正則 に な る ときそ して その ときに陳 りrは 根 基 の 元で あ るこ と を讃 明 した。

そ して つ いで なが らM.Ha11(24)転 よつ て研 究 され た 有 界 代 敏(bounded

algebra)に これ を鷹 用 した ので ある。
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翌 年1943年 にR.Baer(6)マ は右準 正則 元 ゐみ を含 む 右v・で や る を生 成す る

元Zの 全 膣 は右 いで ゃ るにな る こ とが す べ ての 環 に就 て成 立す る ことを誰 明 し

た「oまた 同年 に 皿.ZornとE.Hille((25),475頁)はPerlisに 刺 激 され て;

根 基 に關 す るGe工fandの 研 究 を箪 位 元 を有 す る非 可換 代数 の場 合 に援 張 した 。

即 ち固有 準 巾零 元(properlyquasi-nilpoten七e1ement)を 定義 して ζれの全

艦 を根 基 と名付 け た 。 これ はや は り爾 側 いで や るで あ りすべ て の左(右)極 大・

いで や るの 積 に等 しい ので あ る。

も
最 後 に1944年 にJacobson(31)はzornとHilleの 結 果 を知 らす に1》erlis

の 理 論 を 大 成 した の で あ る。 これ を 次 節 以 下 に述 べ よ う 。

§2.Jacgbsoaた よ る根 基 の 定義.-

Jacobsonに よれ ば 先 す環Rの 根 基 に於 て は次 の 二 つ の重 要 な性 質 が成 立

して"る とい う。.'

(1)根 基NTは 爾飾 でやるでR-Nが 孚軍純(即 ち根基がo)で あ る.ノ

ー(2)d,c.G.が 成 立 す る孚 箪純 瑛 の構 造 は既 に 明 らか に され て い る。

從 て根 基 の定義 を如 何に擾 張 しよ うと も,'こ れ らの二性 質 に抵 燭 しなVbよ

うに しな けれ ば な らなVb。 それ 故 この 見地 か ら眺 め る とBae(r6)及 びLevi七zki

(妊)(42)に よ る巾零 元 いでゃ るの研 究 は孚 輩純 環 の欝 造論 へ と導 かれ ない の
罐

で,巾 零元 やでや るの概念 を用VOて 根基 を定義す る ことは放棄 しなければ な ら

・ない とい う、 〔但 しこれ らの 人々による研究 は他の観黙か らはまた意義 深 きも
ノ も し

ので 効,一 外 囎 妹 ら るべ き もの で はな い.H・pkin・(27),Bf・ue・(10),

Zevi七zki(43),(44), .(45)〕

想 述 タた後 にJ紳sonは こ臆 りもPρ・1is(55)の 準 正則 を用 いた根t

基 の 定 義,輩 位 元 を有 す る代 数 に甥 す るJacoわson(30),Birkhoff(7),Sega1
え

(59)等 に よる極 大 左(右)い で や るの 積 と して の根 基 の定 義 の方 が よ り適 切 で

あ 筍 と述 べて い る。 なお この準 正 則 の概 念 はKaplausky(34,)に よつ て も後 に

'用い られ た
。以 下Jacobson(31)の 線 基 の定義 に 就 て述 くミよ う。(定 義 及 び定

理 の 番號 は(31)の もの と同 じ。)
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一寒 義1
・ 環Rの 元Zに 樹 して

Z十Z!十ZZ!=0 、

を満 足 す るZノが 存 在 す るな らば ・Zを 右準 正則 元 と}/・い,Zノ をZの 右 準 逆 元 と

V・う。 一 ・,

、も しRが 軍 位 元1を 有 す るな らぽ,Zが 右 準 正則 元で あ るこ とと,1十Zが.

右 逆 元1十Zノ を有 す る こ ととは 同値 で あ る。 噂

またRの 乖Zと しX餌 蝦 鋤 くとき・元X+ZXの 蝦{X+ZX}肺

いで や る をなすが この こと を用V・る と次 の如 くに も定 義 され る。

定 義 ・la.Rの 元Zが 右 準1E則 元で あ ると は{X十Z>(}がRに 一致 す る こと

で あ る。'"

次 に右 いで.やる1の すべ ての 元が 右 準 正則 で あ る とき,1は は準 正則 いで や

るで ある とV・う～二とに すれ ば,二 つ の準 正則 右いで や るの和 は また 準 正則 右 い

で や るに な る ことが容 易 に讃 明 され る。.,

今NをRの すべ て の準 正則 右 いで や るの合 併 とす れ ば,Nは 勿論 右 いで ゃ

'るで あ るが そ
の上 に爾 側 レ、で や るで あ る こ とが 誰 明 され 次 の定 理 が得 られ る。 .

定 理1.Rを 任意 の環 とす る ときRの す べ て の準 正則 右 いで ゃ るの合 併N

は(右)準 正則 爾 側V・V,6Sやるで あ る。!

定義2.環 の根 基Nと はす べ ての 準 正則 右 いでや るの 合 併 を》・う。(こ れ

を今 後 」根 基 と よぶ ことに す る。)
3

注 意 。Nはzi十zaが,す べ て の整 数iとRの す べ て の 元aに 勤 して,右 準 正 ・

則 元 に な る如 き元zの 集 合 で ある。 それ故Rが1を 有 す る と きは1十zaが 右 逆 元

を有 す る如 き元zの 全 膣 がNで あ る と もレ・えぎ。

1一 以 上 り議論 は左 に っ いて も成 立 し・左 根 基]STノが 導 か れ る。右 及 び 左 準 正

則 の と きに は軍 に準 正則 とい う。

一補 題1 ,Zが 準正 則 元 な らばZの 右(左)準 逆元Z!は 左(右)2ffi逆 元 と も

な りこのZ!は 一一意 的 に決 定 してZと 交換 可能 に な る。

このZ!の こ とをZの 準 逆 元 とV、う。e、.一

さて 環 に於 て はNとWと は一一ikす る ことが 讃 明 され次 の定 理 が 成 立す る。
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定 理2・ 環Rの 」根 基 はRの すべ て のueiE則 左いで や るの 合併で あ る。

なおNの 元 は補 題1に よ り準 正 則 で ある 。

§3.J根 基の性質

騨 ミJ根基N購 し'oeき 塑 蝦 とV"b・ 耳=0な る ときRは 」acobson

.の意 味 で 傘輩 純(略 しで」牛 軍純)と い う。然 る とき次 の定 理 が 成 立す る。t

定 理1.((31)304頁,定 理4.)NがRz)J根 基 な らば,費=R-Nは 」牛軍

純 で あ る。 ・

定 理2.(同k.定 理5.)J根 基 は環 の すべてq巾 零 元右(左)い で や る を

含 む 。、

系.〈 同上.系)RzR≦Nな る如 き元zはNに 含 まれ る。

この 系 を用 い る とzがNの 元 で あ るた めの完 全 條 件(必 要 に して且 つ 十分

.な る條 件)はza(,■z)がBに 於 け るすべ ての昂に樹 しで右(左)準 正則 で あ る こ と

に な る。即 ちか くの如 きzg)全 禮がNとv・ う ことにな る。 なお ζの 定 義 に於 丁

ばRに 必 す しも軍 位元 が 存 在 して お らな くと もよろ しv・。

さ て また」根 基 の 元 は必 す し も巾零 で あ る必 要 は ない 。(そ れ故 」根 基 は古

典 的 根 基 よ り も擾 張 され て い る 。)例 之ばRをp進 整 数 の環 とすれ ばN=pRと

な るがRの 元 は もと もと全 部 巾零 で は なVbの で あ る、

定 理3・(同 上 ・305頁 定 理6.)NQ部 分 猿 を皿 と し＼班 の元 をzと す れ ばi適當

な 正整 籔hにi封 して

zh-1〕虹>zh皿3ζ はzh=:0

とな る。

注 意 。 これ に よる と」根基 は0な らざ る巾等 元 を含 まな い こ とに な る。

定 理4・(同 上・3C6頁 定 理9.)Rに 於 け る右(左)い で や る に蜀 して降鎖 律
も ら

が 成 立 す る と きはRの 」根 基NTは 巾零 に なる。

この定 理 と定 理2に よれ ば,」 根基 の 巾零 元いで ゃ る はす べて 巾零 に な り.,

」根 基iXTは すべ ての 巾 紫V・で や るの 合 併 と して 定 義 され る古 典 的 根基 と一 致 す

、る こ とに な る。即 ち降 鎖律 が 成立 す る と き 」根 基 は古 典的 根 基 とな る。'
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次 に 」根 基Nに 含 まれ る右 いで や るMに 蜀 して は次 の定 理 が成 立 す る。

定 理5.(同 上.定 理10)」 根 基Nに 含 まれ る右 いで や るMが 有 限底 を有 す る

な らば,]Sd[NT<Mか3ζ はM=Oで あ る。 一
　

この定理は後に東屋氏(5)中 山教探(51)に よつてもつ と一般な立場から

論ぜられた。.ド,

以上 は 」根 基 の簡 箪 な性 質 で あ るが,こ れ と 古典 的定 義 の第 二種 即 ち極 大

V・でや るの積 と しての 根 基 との 關 係 を明 らか に したJacobSOnの 研 究 を さ ら

に概 論 して お とう。 魂
ダ

ます1をRの いで や るとす る。Rの 元 をaと す ると きaに よつ て定 め られ る右

乗 法x→xaはM=R-1に 於 け る 自己 準 同型iを ひ き お こす 。 即 ち爲 簾 は類

x+1をxa+工 に うつ す 。 この 三な る元 の全 禮 はIMの 自己準 飼 聖 環 の部 分i環Rを な

し,a→ 瓢な る劉 懸 はRとRと の 間の準 同 型 で あ る。そ して この準 同 型 の核 は爾
し 　

側 いで や る(1:R)で あつ て これ をRに 關 する1の 商 とい う。 明 らか にR(1:R)≦

工に してRが1を 有 す るな らば(工:R)は1に 含 まれ るRわ 最 大 雨 側 いで や るで あ

る。 そ してR霊R-(1:R!が 成立 す る 。

1が 極 大 な らばMは 套に關 して既 約 即 ち極 小加群 匠准 る。 これ に よ り自己 同

型 環Rに 於 て振 舞 う群 皿が 既約 な らば,Rは 既 約 で ある とい うことに定 義 すれ ば

弐 の 定 理 が得 られ る。 、 聖 一

定 理6.(同 上.310頁 定 理17)準 同型 の 既約 環 はJ4≧軍 純で ある。

これ よ り亥 の 重 要 な系 が 得 られ る。,一

系 ・(同k・ 系)1が 極 大 右V・で や るな らぽ(工:R)はRのJ根 基Nを 含 む。

次 にZOrnの 極 大 原理 を用 いて次 の補 題 が 設 明 され る。、

補 題1.(同 上.補 題3)aをRの 右 準 正 則 元 で な い とすれ ば,右 いで 軍 る
./ρ

{x十ax}'を 棚 大右 いでや るに含 ま しめ る ことが 出來 る。,

これ を用 い て次 の諸 定 理 と系が 得 られ る。 ・

定 理 宅(同 上.311頁 定理18)Rが 極 大 右 いで や るを含 む環 で,.π1が これ

らの極 大右 いで や るめ 積 な らば,加 ≦≦NTに して またR聾 ≦ 加 で あ る。
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系1.(同.ヒ 系1)RがJ根 基環 で な く,π1がRの 極 大 右 いで や るの積 な ら ・

ば,ll工 くNに してRN≦ ≡UIで あ る。

系2・(同 上・系2)Rが 輩位元 を有す る環 な らば ・RのJ根 基 はRの 極 大有 い書
で や るの積 で あ る。 ,'

定 理7か らは,Rが 極 大右 いで や るを含 む な らば π1は 爾側 いで や るに な

る こ とが 導か れ る。'/

そ こで 結 論 として次 の定理 が 得 られ る。 ・

定 理&(同k.312頁 定理20)Rを 極 大 右 いで や る を含 む環 とす れ ば,Rの

」根 基 は積1τ(1:R)で あつ て,こ 瓦に1はRの す べ ての極 大 右 いで や る を動 く

もの とす る 。'
`

系.(同 上.系)RがJ根 基環で ない な らば,Nは 積 π(1:R)で ある。 こLに

1はRの すべ ての極 大右 いで や るを動 く もの とす る6

以上 の結 果 は左 いで や るに蜀 して も成 立 す る。 定 理7の 系2か ら得 られ る

興 味深 い結 果は・Rが學 偉元 を有す る ときRの 極大右 いで やるの積 と極 大左いで

や るの積 とが 一致 す るこ とで あ る。
トゾ

Jaco-bsonは 更 に進 んで 原 始 環(primi七ivering)の 研 究 を行 つ た が,こ

れ は古 典的 場 合に於 け る輩純 環 に相 當 す る もの で あ る。

定 義.J(同 上.312頁 定 義)商(1:R)が0に な る如 き極 大 右 いで や る1をR
,〆 一

が 含 む ときRを 原始 環 とい う。

この定 義 に よれ ばR/(1:R)は 明 らか に原 始環 な る を以 て定 理8は 次 の如

ぐ言 換 え られ る 。

定 理9・((11)46頁 序)RのJ根 基 は・R/Bが 原始 的 な る夘 き ・Rの 爾側 い

麿 や るBの 集 合 の積 で あ る・ 、 一

原始 環 に 就 て 詳読 す る余裕 はな いが 吹 に結 果 だ け を掲 げ て お こ う。

.,定 理10・((31)312頁 定理21)Rカ ミ原 始環 な るた めの完 全 條件 はRが 準 同 型 ・

既約環 に同型で ある ことで あ る。
コ

定 理11・(同 上.314頁 定理24系)右 い でや るに蜀 して降 鎖 律 を満 足 す る原

始 環 は輩 純 で ある。
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最 後にJ4輝 紀環の構蓬 を述 べてお こう。'
ザ

定理12・(同 一b定 興25)RがJ牛 軍純 な らば ・R-B.・ が 原始 的 で ・llB=0

な る如 き爾側 いで や る3をRが 含 む。 、

定鶴(同 上 定療26)J輔 綴 に於 け るx、■-6一や るは 絆 軍純で ある。

定 理14.(同 上.315頁 定 理28)Rが 」孚軍 純 な るた め の完 全條i件はRが 完全

直 和(comple七ediree七sum)の 部分 環 に同 型 に なる ことで あ る。 とLに 部 分

環 の 成分 は原 始 的 とす る,T

この」,ieObsonの 結果 はWeddeilburnLAr七inの 定 理(次 の定 理15)を 一

般化 した もの になつ てい る。 とV・5q)は この 定 理 と定理11と か ら次 のW-Aの

定理が得 られ るか らで ある。

定理15,(同 上315頁 定理27)右 いでや るに蜀 レで降鎖律が成立す るとき・

(古典的)孚 軍純環.は輩純環 の有限個 の直和 に同型に なる。.

§4.BrOWn及 びMcGOytlZ;k .る根 基 の 定 義 ・ ・'『'T-

」根 基 を さ ら に擾 張 した の はBrOwnと.皿cCOy(11)(12))(13)(47)で あ

る ご 』 .}'.

環Rの 任 意 の 冗 を ・■と し右 いで や る{ax-x}を 考 え る。～二LにxはRの す べ ・

て の 元 を動 く もめ とす る 。 然 る ときRの 元bが 」根 基 の 元 な るた め の 完 全 條 件

は,bに よつ て 生 成 され る右 い で や る の す べ で の 元aに 劉 して,昂 ε{ax-x}が 一

成 立 す る こ とで あ る 。(§2定 義1a,定 義2の 注 意 参 照)

これ を鑛 張 す るの で あ るが,今G(a)を 右 い で や る{・ix-X}に よつ て 生

成 され たRの 爾 側V・ で や る とす る,即 ちt

G(a)={ax-X+Xyi・ ■Zi-XyiZi}t

と お く。 こ ㌧にXi∂yi,ZiはRの 元 で あ り和 は有 限 個 とす る 。

こ れ を用V・ て3rown-]近cCOyの 根 基(簡 軍 の た め に 以 下B皿 根 基 とか く)

は次 ゐ如 く定 義 され る 。Rの 元bがB虹 根 棊 の 元 なる た め の 完 全 條 件 は,bに ょ

つ て 生 成 され る 雨 側Vbで や るの す べ て め 元aに 野 して,翫 εG(a)が 成 立 す る こ

とで あ る 。((11)51頁 定 義)。
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～二の定義 によればBM根 基 は 」根 基 を含む ことにみ る。然 し直 に分 るよう

にRが 可換環で あつた り,叉 後に述 べ る ように右いでや るにi封しで降鎖律 が成

立す る とき爾者 は等 しいので ある 。

またRがBM根 基 を有 しない ときB皿 牛軍純 といL,Rが そのB]S([根基 と一
な

致 す る ときB]近 根 基 環 とい う こ とにす る。

これ よ り次 の 諸結 果 が 得 られ て い る。

も

定 理1.((11)51頁 定 理6系)軍 純 猿 は軍 位 元 を有 す る ときB]皿 牛箪 純 で あ

り,然 ち ざ る ときB]Sd[根基環 に な る。

/ .定理2.(同 上 定理7)環RのB〕 近根 基 ぱ,R/Mが 軍 位 元 を有 す る軍 純 環 に

な る如 き,Rの すべ ての 爾 側V・で や るMの 積 で ある。

系1.(同 上.系1)RがB]辺 根 基環 で なVbな らばRの 根 基 は,RIMが 軍 位 ・

元 を有 テ る如 き,Rの すべ て の極 大爾 側V・で や るMの 積 で あ る。

系'"2・(同 上 ・系2)Rが 一 元 の み の環 で は な く叉 軍 健乖 を有 す る な らぱ ・
ノ

RのBM根 基 はRに 於 けるすべての極 大爾 側いでや るの積で ある。/

定理3.(同 上.52頁 定理8)RがB皿 今軍純 であ るた めの完全條件 は・それ

が軍位元 を有す る箪純 環 の部 分直和(subdirectsum)に 同型で ある ことで あ

る.1-一 、,1-

・ .{δ

定 理4;て 同上定 理9)爾 側 い で や るに封 して 降鎖 律 が成 立 すれ ば ・B】近 孚

軍純 環Rは 軍 位 尤を 有 す る軍純i環の有 限個 の全 直 和(fulldireo七sum)に 同 型

で あ る。' 、 へ

定 理5.(同.ヒ 定理10)Rの 右 いで や るが 降 鎖律 を満 足 す れ ば,RのBM根

基 とJ根 基 とは一 致 す る。 ・

さてBrown及 び]近cCOyは さ らに進 ん でF根 基 な る もの を導入 した 。 以

下 ～二れ に就 て述べ よう。

環RをRに 於 け る爾 側 いで や るの集 合 の なか へ うつ す爲 像 含→F(a)を 考 え

る。 そ して この 爲 豫 に於 て は,今a→rを 環Rを 環Rの 上 に うつ す 準 同 型 と し こ
　

れ に よつ てRの 雨 側 いで や るF(a)が 像F(a)に 爲 され る ときstつ ね にF(の
,
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=F(a)が 威 立 す る もの とす る。 か くの如 き爲 豫Fを 先 す 考 えて,Rの 元aに 蜀

してaεF(a)が 成立 す るとき そ して この と きに限b,元aはF正 則 で あ るとい

う。吹 にRの 爾 側 いで や るの 各元 がF正 則 な ると き そ して ζの と き に隈 り爾 側

いで や るはF正 則 で あ る とい う。-f

G(,■)に 於 て は勿論G(の=G(a)が 成 立す るので 結 局F正 則 はaεG(a)の

一 般 化 た なつ てV、る こ とが 分 る。 ご 、t

定 義(同 上49頁 定義)Rの 卦根 基NFと は,Rに 於 け るF正 期 爾 側V・で や る

(b)を 生 成 す る元bの 集 合 をい う。N糧,tlRな ると き耳をF根 基 環 とい う。

次 の 定理 はF根 基 を特 徴づ け る もの で あ る丁-'

定 理6.(同 上.定 理1)環RのF根 基NFは,R/]近 が 部 分 直 的 既 約

(Subdirec七1yirreducible)・ に して も は やF根 基 を有 しなv・ よ うな,Rに 於 げ

る爾 側 いで ゃ る皿 の積 に等 しい 。

こNに い う部 分 直的 既 約 環 とはBirkhoff(8)に よつて 導 入 された概 念で

、あ り,環Riの 部分 直和 で あ るRの す べ て の同型 表 現 に於 て,RをRiの 上へ う

・つ す 自然 準 同型 が 或 るiに 樹 して同 型 に なつ てい る もの をい う。((11)48頁)

.定理7.(同 上 ・50頁 定理2)環R/NFはF根 基 を有 しない 。

定 理8.(同 上 ■t定理4)環 がF根 基 を有 しないた めの完 全 條件 は,そ れ がFノ
も,ノ

根基 を有 しない部分 直的既約環 の部分直和に同型 に漆るこ とで ある。

さてBM根 基 はF根 基の特別の場合で あるが,こ れ に就 ては爽の最 も重要

な定理が成立 ナ る。',

定理9・(同 上.51頁 定理6)部 分直的既約環がB皿 孚輩純 なるための 完全 條

件 は,そ れが軍位 元を有 す る輩純環 な るこ とで ある。 、'

本節 の定 理1は 實 は この定理の系 として得 られ る もので あ り∫また定理2は
し へ

定 理6と 定 理9と か ら直 に得 られ るの で あ 筍。 .・

§5・McCOyに まる根 棊 の定 義 ・-

、MeCOy(48)は 非 可 換環 に於 け る素V・で や るの研 究 か ら根 基の 新 しい定義

を與 えた が 今 そ れ に就 て述 べ よ う。以下 いで や る は特 に断 わ らざ る限 り爾 側 い
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で や る を表 す 竜の とす 。

先 す非 可換 環 に於 て も十 分 役 割 を果 す た めに素 いで や るの定 義 を次 の如 く

擾 張 す る。

定 義1.((48)823頁 序)環Rの いで や る をA,B,Pと す る ときPが 素 いで

や るで ある とは,AB… …0(P)な ると きAEi≡0(P)か 叉 はB… ≡0(P)が 威 立 す る

こ と,そ して この ときに限 る。

この定 義 と飼値 な ものが 敏 個 與 えられ て い るが その うち一つ 丈 を述 べ よ

う嚇。

'定 理1 ・(同 上 ・825頁 定 理1)環Rの いで や るPが 素 いで や る なる た めの完

全 條件 は,aRb≡ ≡0(P)な る とき批≡0(P)叉 はb≡ ≡0(P)が 成立 す る ことで あ る

これ よ り次 の定 義 が示 唆 され る 。'

定 義2.(同 上 ・826頁 定 義2)Rの 集 合Mがm系 で ある とい うの は,Mの 元

.〈}、dに蜀 してGxdが 皿 に薦 す る如 きRの 元xが 存 在 す る こ と,そ して この と
ギノ ド

きに限 る 。叉 室 集合 はm系 と考 え る。'

この定 義 の重 要 さ は吹 の 黙 に存 ず る。 即 ち定 理1に よ りPがRの$-XAで

や るに な るの は ・Rに 於 け るPの 補 集 合C(P)が 飢系 に な る ときで あ りそ して

この と きに限 る 。か く素 いで や る を特 徴化 す る こ乏 に よつ て以 下 の議 論 を園滑

な ら しめて い る 。 、(一.

定 義3.(同 上.827頁 定 義3)い で や るAの 根 基 とは,rを 含 んで い るすべ て

のm系 がAの 一 っ の 元 を含 んで い る よ うな,Rの 元rの 全髄 か らな る もの をい

う。(こ め 根 基 を今 後班 根 基 とよぶ ことにす る 。)

定 義.(同 上.定 義4)A≦Pに して且 っA≦P'<Pな る如 き素Vbで や るP'が

存 在 しない と き そ して この と きに限 り・素 い で や るPは いで や るA～ に屡 す る極

小 素 いで や るとい う。

定 理2.(向 上.定 理2)い で やるAのM根 基はAに 屡す る極 小素いでや

る全 部 の積 で あ る。' .'

;さ て いで や るAのM根 基 を在來
の もの と比 較 す る と先 すF枇ingの 根 基

に含 まれ て い る ことが分 る 。甘i七七ing('19)は いで や るA.の 根 基 を 巾零 元V・で や
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るmo面loAを 生成 す る元 の集 合 と して定 義 した 。AのM根 基 とFi七 伽9の

根 基(Fi根 基 と略 稽 す る)と の關係 は夫 解決 で あ る.とMGCOyは いつ た が 後'

にLevi七 名hi(45)に よつ て これ は 明 ら か に され た。 即 ちM根 基 は1根 基 で あ

り,u根 基 はFi根 基 なので あ る(1根 基,u根 基 に就 て は後述)。

'
なお 環RのFi七 七ingの 意 朱で の根 基 とは,巾 零 元 いで や る を生 成 す る元(こ

れ を固 有 巾零 元 とvoづ り のすべ てか らな る集 合 をい う;

定ac5・(同 上 ・829頁定 義5)環RのM根 基]Nと はRに 於 け るOV・ で や る

の 逼 根 基 の ことを い う。幽

このM根 基Nが 巾零元 いで や るな る ことは簡 軍 に誰 明 で き る。

定 理3.〈 同上.定 理3)右 いで や るに封 して 降鎖 律 が 成 立 す れ ばNはRの

古 典的 根 基 に一致 す る。 ゴ ＼

定 理4.(同 上830頁 定 理4)BがRに 於 彦 るいで や るな らば,BのH根 基 は

BとNと の積 で あ る。'

定 理 翫(同 上定 理5)NがRのM根 基 な らば,・RINは 皿 根 基 を有 さなv・。

この 定 理 に よ り、R/Nは0で な い 巾零 いで や る(右,左,爾 側)を もた ない こ
は

と にな る。 とレ・うの はR/Nの すべ て の 巾零 いで や るはRINのM根 基 に含 まれ

るか らで あ る 。 してみ れ ばNTはB&er(6)の 意 味 で の根 基 いで や る(略 してB根

基 いで や る)と な る。環Rに 於 け るB根 基 いで や るAと は,先 すAは 巾零 元 いで

や るに してRIAが0な らざ る巾零 いで や る を含 まない もの をい う。 .

Baerは 更 にすべ てゐ 根 基 いで や るの積 と合 併 とをそ れ ぞれRの 下 限 根 基

(1根 基),上 限根 基(u根 基)と 名付 け た 。 このu根 基 は ヒに述べ たFi根 基 に

々る・

次 に 輝C・yはM根 基]XTはK・ ・七h・(40)の 意 味 で め 根 基 ・IL・vi七・ki(41)

(43)の 意 味で の根 基 と關 係が あ りそ うだ が 不 明 で あ る と述 べ て い る。然 しごれ

は後 にLevi七zki(45)に よつ てM根 基 は1根 基 に 等 しい と解 決 され た 。 こ 」に い

,うK・e七h・ の 鰍 で の鱗(略 してK根 基)と は §1に 於 て述 べ た よ%す

べ て の片側 巾零 元 いで や る を含 融 もので ある 。叉Levil
,zkiの 根 基(略 してL根

『基)と は次
の もの をい う。環Rの 右,叉 は左,叉 は爾側 いで や るの有 限 個 の 元
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に よつてすべ ての部分環が生成 され るな らば,そ れ らの各いで や るは牟 巾零で

あ るとい う。 そ してRのL根 基 と はすべての孚 巾零 いで やるの和 の ことをい

う。

Jacobson(32)に よつて定義 された原始/・でや るとは,瑛Rに 於 けるいで や

るAがRに 敏 せ旅 恥Aが 尉 綴 になる もの をい う。 この尉 前 でや るは

素v・で や るな る を以 てM根 基NはRの 」根 基 に含 まれ る ことにな る。つ いで なが

ら(32)に 於 け る方 法 で そ の まY,*Vbで や るの集 合 に位相 を導入 す る ことが 串來

る。

またBM根 基 は或種 の素いでや るの集合,即 ちRIM力 琿 位元 を有する如 き

極大いで やるの集合,の 積 になつ ている。

定義6・(同 上・定蓑6)環Rが 素環で あるとい うの は(0)がRに 於け る素 い

でや るにな りそして その ときに限 る、

vこ れ よ り可換素環 が整 域であ ることは見易
い。軍純 環SがS2牛0な らば素

i環であ り,原 始環 はJacobso11(31)に よれば素環 であ る。

素環 は皿根基 を有 さないので右 いでや るに謝 して降鎖律 が成立すれば箪純

環 の有限個の和 の直和 に同型 にな る。然 し二つ叉 は二つ以上の軍純環の直和 は

確か に素環で はなN(。 從 て右いでや るに封 して降鎖律が成立 していれば素環 と

輩 純 環(但 し亭 方 して0で な『/・)との畿 念 は一致 す る 。の 『

IPを環Rに 於 み る素v・で や る とすれ ばRIPは 素 環 に して逆 も成立 す る。M

根 基NはRy'c於 け るす べて の素 いで や るの積 な るを以 て(定 義5),Wedderburn

-Arもibの 定 理 に類 似 の次 の ものが 得 られ る。

、 定 理6.(同 上831頁 定 理6)環 が 素 環 の部 分 直 和 に同型 な るた めの 完 全條

件 は それが皿 根 基 を有 しな い こ とで あ る。

これ は一般 構 造理 論 に於 け る素 環 の重 要性 を示 す もので あ る。從 て素 環 の

研 究 が 績 け られ る こ とが 望 ま しV・。A

最 後 に素環 と原 始 環 との 關係 を示 す定 理 を述 べ てお く。 、

定 理7.(同 上.定 理7)極 小右 いで や るを含 む素環 は原 始 環 で あ る 。

然 し素環 と原始環 との概 念 は一致 しない。 何 ん となれ ば 整 域 は素 環で あ る
覧 ・ 隻
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乙が ,整 域 が 原 始環 で あるの は それ が 膣で ある ときで あ りそ して その と きに限

る。 ・v 『 一 一コ
§6.正 貝唖i環と易身正貝旺ii嚢L

正 則環(regularring)と はvonAteuxnann(52)に よつ て始 めて定 義 さ

れ た もので,環Rの 零 な らざ る元aにi封 して,axaこaを 漏 足 す る零 な らぎ る元

xが つ ね にRに 存 在す る とき,こ のRを 正則 環 とい う。

この定 義 と同値 め條 件 と してvonNeu血ahnは,aよ り生 成 された 主右VO・

で や る(a)rと 巾等 元eよ り生 成 さ れ た 主 右 い で や る(e)rと が 等 しい,'即 ち

(a)r==(e)ゴ な る鋒 件 を導 い た 。 ＼ 一

正 則 環 の實 例 は数 多 くあるが,無 限次 線 型 室 間 に於 け るす べ て の線 型 攣換

の なす 環 な どは その一例 で あ る。(JohnsonandKiokemeis七er(33))
てへ

さて 正則環 の逆 と して1948年 にSegalがKaplansky(35)に 語 つ た ものが

あ る。即 ちRの 元a(牛O)に 劉 して,xax=xを 満 足す るx(キ0)が 存在 す るeとき,

このRを 弱 正 則環(weaklyregularring)とV・ うので≒夢 る。

弱 とつ け たの は弱 正 則 環 は正 則環 を ゆ る めた もの に なつ て い るが らで あ

るδ とVOう の は この定義 と同値 の條 件 と して,0な らざ る右 いで や るは0な ら

ぎ る巾等 元 を含 む とい う條 件 が得 られ て いて,右 いで や るは主 右 いで や るを含

む か ら前 の 等 値條 件 が 成 立す耽 ば後 の等 値 條件 力秘 す成 立 す るか らで あ る。

正則環 と弱 正則環 の今 述 べ た等値 條件 は同年 に東 屋 琉((3),定 理3)に よつ

て も考 えられ て いた 。

躬 正則 環 の實例 と して は ・ 今Xを 全 非蓮 結 こむ ば くと耳室 間 とす る とき ・

Xの 上 のす べ ての 複 素連 績 函鐵 の代 敏C(X)に 於 て ・ も しXが 無限 な らばC(X)・

は 無 隅弱 正則B皿aGh代 藪 とな る・他 の例 と して は ・こむ ば くと群 の群 代籔 は

つ ね に弱 正則で ある。 この二 例 はKaplahskyが 筆 者 に直接 知 らせて くれ た も

ので あ る。(1951年5月9日 附 書簡 に よ る)。 」

さてNTeumannは 降鎖 律 が あれ ば環 の 正則 性(舶gulari七y)と 古 典的 孚 軍

純 とは一 致 す る ととを讃 明 し,臨Pla舶kyは 同 じ く降 鎖 律 が あれば 弱 正則 性

(weakregulari七y)と 古典 的 孚輩 純 とは一 致 す る ことを誰 明 した。 こ う して
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見 れ ば 正則 性 も弱 正則 性 も古 典 的 孚軍純 の 旗張 に なつ て い る 。

有 限 性 の候 定 の ない環 に於 て は 正 則 性 は 古典 的牛 軍 純 の一 般化 で あ り,

Neun≧an丑 の蓮 綾 幾何 学 に於 て は これ は非常 に有 用で あつ た が,Kaplanskyva

よ る辻 翫n鶴h代 数(こ れ に就 て は次 節 に於 て述 べ る)に 於 て は正則性 は余 グ

に も峻 嚴(七 〇〇severe)で あ り これ よ りもJacobsonの 意 味 で の牛 軍純 が よ り

有 用 で あ る とい う。 これ はJ牛 輩 純 は正 則性 よ りも弱 い條 件で あ る こ とを意 味

重 る もので あるが ・實際iE則 環 が 」牟 箪 純 で あ る ことは既 に詮 明 され てい る。

(Jacobson(31)305頁 定 理8)。

こ証 隙 鰯 劇 鄭 や翻 雑 純であることが,環輝 翫 鮪 する

とき計 算 に よつ て護 明 ξれ るが ・ これ は筆 者(60)の 一一寸 した 注意 で あ る。 この
の

ことは軍位元が存在 しなV・場 合で も,J根 基 は巾等元 を有 しなbこ と(§3定 理
お

,3注意)か ら直に導 かれ る。 とい うの は弱正 則環 のいで や るはつねにeを 含んで

い るか らで ある。"・

次 に弱正則環 はJ孚 軍純ではあるが,必 す しもBM牛 輩純 で はない ことが富

永(60)に よつ て注意 された 。その例 として先 す可附番無限個 の底Xl,x2,一 ・を

有す る罷Kの 上 のvec七 鮮 室間 の線型攣換 のなす環 をAと す れば ・Aは 列有限

な無限次 行列環互に同型 である。 このAの 元で次 の形

A-(SOOO)

を有す る行列のなすAの 部分環 をBとす る・ こsにSは 任意 の有限次正方行列 を

表 わ す 。

然 る と緬 に野 す るAの 部 分環 は明 らか に箪 純 で あ り,叉 稠 密(Jacobson

の意 味 で めdense)に して,弱 正則 で あ る。 この 三つ の こ とを 百に就 て讃 明 す

る こ とが 出來 るので あるが,一 方Bは 輩 倖 元 を有 しない か ら§4の定理1に よ り

BM根 基瑛 で あ る。以 上 に よ り躬 正則で しか もB皿 根 基環 に な る ものが 見つ か

つ た こ とにな る。 　 ,　

～二れ よ り進 んで正則環で はあ るが必す しもB]虹孚箪純で ない例 を もあザ る

ノ セ タ

ことがH4來 る。.今∠を可附番個め底 を有 す るP加 群(Pは 可除環)のP自 己準 同
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型環 とすれぱ,こ れ はJohnson-Kiokemeis七erに ま り正則環で ある。そ して,

Aは 唯一つの固有爾 側V・でや る を有 す るので部 分直的既約 にな る。然 るに §4定

理9に よ り,部 分直的既約環がB皿 孚軍純 になるた めの完全條件 は箪 位元 を有 す

る爾側軍純環 にな ることで あ るの に,Aは 爾側箪純で はないか らAは 皐皿孚軍純

にな らない。以上 に よ り弱正則で しか もBM根 基環になる ものが允つ かつた こ

とになる。.'

なお§4定理1に よれば,軍 位 元を有 しなV・軍純環 はB]近孚軍純 にな らないか

ら,こ れは古典的孚軍純であ りなが らB]置根基環 にな る例 となる。"

以hを 整頓すれば,古 典的孚軍純 な らば正財性,正 則性 な らば弱 正則性,

弱正則性 な ちば」孚輩純が威立 する。然 し古 典的孚軍純,叉 は正則性,叉 は躬 正

.則性で あつて も必 す しも】3]近孚箪純 にな らない ことが分 る。なお弱 正則環 が必

札 も舳 糧 純でな刷 としてw鍮 今舐(ns)が 尉 られている。.

次 に東 屋氏 の根基(Az根 基 と略稽 ずる)の 定i義 を掲 げてお こう。 ζれは

s・g・1鰯 疎 畷 の議 と瀬 囎 をなすものであるが騨 燭 立曙 煎 い

た ことは興 味 深 い。

環Rの いか な る元Xに1封 して も,xax=Xを 漏 足 しなV・ftの こ どを根 元(rOO七

element)と い 」,根 元 の集合 が加 法 的 な らゐ(即 ち二つ の和 が また そ れ に馬 す

る)をAz根 基 とい う。

例 えば 整藪 環 に於 け る根 元 は1を 除 くす べて の元 で あ る。然 しそれ らの 全

膣 は必 す しもAz根 基 をな し て はお らない 。3十(一 ・2)=1と なつ で1は 根 元 右 は

齢な
V・か ら・で あ るσ

最 後 に正則 性,弱 正 則性 に關 連 して次 の三 つ の概 念 の あ る こ とを附 記 して

お・こ う。

11.π 正則.Rの 元aに 封 して 適 當 なnを 選 べぱ,a"xaU=anを 満 足 す るx

が 存 在す る と ぎ,Rば π正則 環 な りとい う。(Meqoy(46))

これ は,す べ て の零 な らざ る巾零 元 右 いで 辱 るが零 な らぎ る巾奪 元 を含 む1
とV頬 條 件 と同値 で あ る。(K・elplansky(38))

2・ 陪 正則Rの すべ て9主 爾 側いで や るが 中心 の 巾零 元 に よつ て 生成 さ
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れ得 る とき,Rを 陪:正則環 とい う◎(Kaplansky(2)>

3.強 正則Rの 元aにi封 して,a2x=aを 満 足す るxが 存 在 す る と き,Rは

強 正則環 とい う。(Kaplansky(2))

'こ れ らの蘇 究 につ いて はKaplanskyの 諸論 文 に ゆす る 。

§7・ の るむ環 とBan{aGh代 数 ㌧

の るむ環 とい うの は複素 係 敏 を有 す るB鋤naGh室 間 で,軍 位 元 を有 す る可

、換i環,且 つ實 数 値 を とるの るむに關 して はUXy"≦IIxll・llyllを 満 足 す る も

ので ある 。 これ は1.(}elfand(20)以 來 解 析 学 に 於 け る重 要 な武 器 と して認 め ら

れ る よ うた なつ た。 一 、

BanaGh代 数 はの るむ 環 を擾 張 した もので,複 素 係 数 を有 す るBalla6h塞

間 しか も上 と同 じ性 質 を有 す るの るむ を もつ代撒 に して,軍 位元 の存在 も可 換.

性 も假定Lて お らな い。 但 しKaplansky(35)は 實 係藪 の場 合 丈 を考 え,吉 田氏

(62)は 軍 位元 の存 在 を假 定 してい る。Banach代 数 につV・て はHille(25)の 著

書の附 録 に一通 りの理 論 が 記載 され て あ る。 今 後 十 年間 位 は好 個 の研 究題 目で

ある。

ざセの るむ懸 て1im(1/-llx'lll'=・ を齪 す る元 を一般 噺(9・ne-

ra工izednilpo七entelemen七)とV・ 蛎 これ の 全 膣 の 集 合 を(}elfandの 根 基 .(略

してG根 基)'と い う。 『

Jacobson(31,)は ゐ るむ環 に於 で はJ根 基 とG根 基 とが 一致 す る こと を次

の順 序 で讃 明 した 。 ます非 可換 の るむ環(但 し軍 位 元 を有 す)RのJ根 基 はBの

す べ て の元 ■に樹 して(zr)1'一 》0((rz)n→0)な る如 き元Zの 全禮 で あ る こ とを

讃 明 し,つ いでRの 」根基 はす べ ての 一般 巾零 元右(左)V・ で矩 る を含 む ところ

の 一般 巾零 元いで や るで あ るこ と を霊 明 した 、 こ 玉に い う一 般 巾零 元いで や る

とは その 元 が 一 般 巾零 元 な るいで ゃ る をbう 。＼こ の 結果 に於 て特 にRが 可換 な

る場 合 に は,Zが 一般 巾零 元 な る と きzrが 一般 巾零 元 とな るの で,如 何 な る一

般巾翫 も一御 零恥 でやる雄 成することになつて蝦 基は一般巾翫 の

全 燈 に な るので あ る。

きて §3の定 理7系2に よれ ばJ根 基 は極 大いで や るの積 な る を以 一(,G根 基
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もまたそ うなるこ とが知 られ る。故 にのるむ環 に於 けるJ根 基 妹古典的根基の

第 二及 び第 三 の定 義 に も同時 に 合致 して い る こ とが 分 る。

吹 にBanach代 籔 の根 基 につ い て は軍位 元 を有 す 為場 合 に 吉 田 氏 の 著書

(62)207頁 以 下 に詳 しい 。 この場 合4は,す べ での元a,bに 封 して逆 元(e十

axb)-1が 存 在す る よ うなxの こ とをま季 準 巾零 元(quasi一 皿ilpo七en七)と よん
ム 、 一

で,か ～る準 巾零 元の 全 艦 を 根基 と名付け る。 この根基が爾測いでゃ るに し

て・極 大いでや る全膣の積 と一致 する こ≒が鐙 明 され る・從 て この場 合声典的

定 義 の第 二 の もの を根基 と じて 用 いて よい こ とに な る。

8・n紬 燭 に於て軍位元の存雌 假定 しな暢 合にはHiu・(25)の 附録

に詳 しVO。

基礎 艦Fの 上 のBanach代 数Rの 元qが 準 巾零 元で あ る とい うの は,Fの す

べ ての元dに 郵 して(メqが 逆 韓 元(reverse)を 有 す る ことで あ る。 そteて す べ

～
て の準 巾零 元 の集 合 をRの 準 根 基 ⑩uasi-radica1)と い う。

こ トで逆 韓 の定 義 を與 えて お こう。Jacobsonの 準 正 則 元 に暗 示 を うけ

て ・Hil1・ は}94昨6月 に+字 積 ・c・・ss .P・・dme七)・・×b歓 の如 く定 義 した ・

a×b=a十b-ab.

も し今 ・ftxb=0な らば,aは 右 逆 韓 に してbな る右 逆 轄 元 を有 す る とい 」,

bは 左 逆 韓 に してaな る 左 逆 縛 元 を有 す る とい う 。 と く.にa×b=b×il・ ・=0な る

と きaは 逆 韓 に してbな る逆 轄 元 を有 す る と い う。

Rの 元pが 固 有 準 巾 零(-properlyquasi-nilpo七en七)と い うの は,(ヌp十xp

が す べ て のd6FとxeRにi封 して逆 韓 元 を 有 す る こ とで 南 る 。そ して との 固 有

勤 翫 礫 合礁 基(輔 では鞭 馨 よ醐 とv"b・もしこの根基がoな

らば,耳 孚 輩 純 とVbう 。
プ

次 にE根 基が爾側 いで や るなることと,RをE根 基で分 けた ものがE孚 輩純

で あ ることが讃 明 され る。そ して叉 この 且根基 は0以 外の 巾等元 を含 み得 ない

ことも注意 されてい る。 なおH根 基 はすべ てゐ 巾零 いで や るを含む ことや,左

(右)い で や るに蜀 して降鎖律が成立 す るときH根 基が 巾零 になる こと も誰 明 さ

れ る。の るむ環 の場 合と同様 に極大いでや るは閉 してい る ごと,Rが 極大左(右)
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'
いで や る を含 む な らば,H根 基 は(]y[ci:R)の 積 に等 しい ζ と も同様 で あ る。

こxに 皿dは 極 大 いで や る を動 くもの とす る。

最後 に正則B謡 鵠h代 数 につ い て述 べ よ う。 これ はKaplansky(35)に よ
な

る研 究 の 結果 で あ る。結 論 を さきに い うな らば,v・ か な る正則Banach代 藪 む

有 限 次 元で ある とい うの で あ る。 こNV(V・ う 正 則 は 前 節 に『於 け る如 ぐvon

NTeumannの 意味 に於 てN"あ る。 この 結論 は次 の 四 つ の もの を含 む甚 だ 興 味深

い もの とV・わ ね ば な らぬ 。

1.Neumann(535の 定 理 。ひ るべ る と室 間 にお け る作 用 素 の正 則環 は有

限 次 元 で あ る。

2.Segal(58)の 定理 。局所 こむ ぱ くと群 の群 代 敏 は,群 が有 限の ときに

そ して 叉 その 時 に限 り正則 で あ る。

3.Rickar七(56)の 定 理 、 あ る正 則Banach代 敏 に於 てはすべ て の主 い

でや るは閉 じて い る。

4.ArensとKaplansky(2)の 定 理 。 可換 な る正則Banach代 敏 は有 限

次 元 で あ る。また張 正則(s七ron91yregular)B韻ach代 歎 も有 限 次 元で あ る 。

さてK。P1。n・kyは 彼の結果 旙 明す るた めに,先 舜 則B謡 油 代数 は

直 交 巾等 元 を無 限個 もち得 なV・こと を讃 明 した 。次 で 正則環 が直 交 巾等 元 を無

限個 もた なv・とき右 いで や るにつ いて 降鎖 律 が 成立 す る ことを誰 明 しその結 果

可 除環 の上 の行 列環 の有 限 個 の 直和 に な る こ と を誰 明 した 。 この 二つ の結果 と

Mazur(49)の 定 理 に よれ ば,Banach可 除 代数 は實 数,複 素 数,四 元数 に限 る

ので,Kaplanskyの 結 果 が導 か れ るので あ る。

なお これ よ り進 んで 弱 正則Ba4ach代 数 の こと も考 えられ るが,13a血ch

代 数 に於 て は弱 正則 性は余 り興 味が ない とK,aplanskyが い うて い る(1951年

5月9日 付 筆 者 へ の 書簡 に よ る,)

・§8 ・ 位 相 環

位相 環(topologicalqngs)
、が は じ めて定i義され た のはIp31年 に於 け る

Dan七zigの 学 位論 文(15)に 於 てksあ り,そ れ は(16)(17)に 於 て 詳細 に論 壱 ら

/
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れた。それ以前の位 相環 の例 は勿論存 在 したので例 えぽHense1の[P進 数 やそ

れのKttr8chakに よる賦値 体への抽 象化 な どが著名 な もので ある。實際當時 に

於 ける賦値論 とその代数幾何,代 藪 画数,代 敏的整数論への鷹用 に關 する丈献

は枚學 に逗が ない程であ るが(29),D・lntzigの 学位論文 は研究の第 二の方向を

・指示 す るもので泪標は局所 こむぱ ぐと環 で あつた。 それけ最近の十年間に於 て

Bana'eh代 勲の研究 と一般化 され たのであ るが,大 別 し(位 相 可除環,局 所 こ

、

むば くと環,及 び の るむ 代藪 の三 つ の研 究 と分 れ る もので あ る。

位 相環 とbう の は環 に してEausdorff室 間,し か もa-bとabがa及bの 連 績

画数 に な る もので あ る。 これ ら術 語 の基 礎概 念 につ い て は例 えばBourbaki(9)

を見 たれ たい 。一 亀

位 相環 に關 す る文 献 は汗 牛 充棟 なので こ 」に はKi・Planskyに よ る綜 合 報

告 β6)と 彼 の研 究(34)(37)(39)が あ る こと丈 をいつ てお こ う。H'

さて位相 環 の 根 基 に關 す るKfiplanskyの 研 究(34)を 以 下 に蓮 べ よ う。位 相t'
　 　 に ぐ

環Rに 於 け る根 基 と して はJ根 基 を考 え る,即 ちそ れ は右 準 正則 いでや るの 合 併

で あ る。次 に位相 環 に於 て その右 準 正則 元が 開集 合 を なす と ぎその 位 相 環 を

Q,環 とい うこ とにす る と次 の補 題 が 成 立 す る。

補題 右準 正 則 元 よ りな るoの 近傍 を有 す る環 はQr環 で ある。

s同 様 て して左 準 正則 元が 開 集 合 を なす ときQ1環 とVbう ことに し,準 正則 元

が 開集 合 をなす ときQ環 とい う ことにす る。然 る とき上 の 補 題 に よ り,環 はQl

に して(諺rな る と きそ して そ の とき に限 りQ環 とな る。然 しQr環 に してQ環 で

なV・例 は知 られ てお らなV・、/

r次 にQ。 環 が 左 軍 位元 を有 す る と き極 大(右)い で や るが 閉 じてい る ことが

誰 明 され る'。と ころがJacobson(§3.k'理7.系2)に よれ ば,左 軍 位 元 を有 す

る環 に於 て はJ根 基 は極 大右 い で や るの積 な る を以 て,Q,撮 の 」根 基 は 閉 じて

い る ことに な る。 こ¢tと は一 般 に軍 位 元 が ない場 合 に も成 立 して,Qr環 の 」

.根 基 はつ ね に閉 じて い る こ とが讃 明 され るので あ る。か くの 如 く右準 正 則 元 の

集合 が 開集 合 をな して い るQ・ 環 の場 合で ち」根 基 は 閉 じ.rCV・る ことが 知 られ 、

る。 もし右 準 薦則 元 の集 合 が 閉集 合 をな して い る な らば(例 えば こむぽ くと環
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に於 て)當 然J根 基 は閉 じて い る 。

ところがk鱒lanskyなJ根 基 が 閉 じてお らなV・環 の例 を與 えた ので あ る。
ノr

い まCを す べ て の 巾 級 数/

d=紬0十a1X十 … … 十allxn十 ・… ・・

の集 合 と し,係 数 は實 敏 に して Σ]ailは 枚敏 す る もの,とす 、そ して この 和 を
il.

dの の るむ と して11dUを 以 て しるす ・Cが 環 を なす ことは普 通 σ 巾級 数 計算

か ら明 らか で あ り,の るむ の 諸條 件 も瀟 足 して い る。又 く)は完備 で ある こ と も

誰 され る。即 ち この 環qが(}elfand(20)の 意 味 に於 て實 の る鞭環 をな し・ そ

の 根 基(」 根 基 はG根 基 に 一致 して い る)は いで や る(x)を な して い る,即 ち

常藪 項が0な 多多項式 の集合 にな る。 この ことの誰 明はq根 基 ・」根 基のV・すれ

の 定 義 う)ら も導 か れ る 。

次 にCの 元 か ら な る す べ て の 数 列

。X=(Cえ1,Cえ2,6Cえ3,・ ・…)
'

ゐ 集 合 をDと す る 。 こxva-一 一一っ のXに 樹 して 或 るkが 指 定 され,す べ て の'nに 樹

してllcXnil,<nkな る もの とす る 。

Dの 元 に 加 法 乗 法 及 び 位 相 を定 義 す る こ とに よつ てDは 位相 環 と な る 。 そ

してV・ まDの 元 で あ る数 列Y、、を次 の 式

yn=(x,2x,… … 丑x,0,0,… …)

に 柔つ て定義 すれば これがDの 取 基 に入 る。然 し極 眼Yは 準 正則で はないので

yはDのJ根 基 に入 らなY・。故 にDの 」根 基 は閉 じてお らな い 。 これが 」根 基 が必

す し も閉 じて いな い例 で あ る。駕

」根 基 が 閉 じて い なVbも つ と簡 軍 な例 は(36)の810頁 に ある。,

夷 にKaplanskyは 右有 界(righ七bounded)と い う新 しい概 念 　とれ

は9hafarevich(57)に よ る を導 入 して これ を有効 ビ用 いた。

位相 環Rの 部 分集 合Sが 右 有 界 で あ る とい うの は,0の 如 何 な る近傍Uに 蜀

して もV・S<Uな る虹 き近鋳Vが 存 在 す る こ とで あ る。

この右 有界 の概 念 は,こ む ぱ くと環 が 右 有 界 に な るので,こ む ば く との擾
ノ

張 と して重要 な もの と言わねば な らぬ。
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この 右有 界 環 につ い て 峠次 の ことがv・え る。即 ち右 有 界Q・ 瑛 のJ根 基 は開

で あ る。 これ よ り直 に得 られ る結 果 と して,右 有界J牛 軍 純Qr環 は弧立(dis-

ere七e)で あ り,ま た こむ ぱ くと」孚 軍純Qr環 は有 限 で あ る。

な お こむば くと環 につ いて のみ 考 え るな らば,そ の」根 基 は閉 じて い る こと

は前 述 の通 りで あ る。 そ して こむ ぱ ぐと全 連結 環 のJ根 基 は巾零(即 ちx"→0)

で あ る。' ..

こむ ば くとJ牛 箪純 環 は有限 輩 純環 の カ ル テ シ ア ン直 禾fiva同型 で あ り同相

で あ る。 一

さ らにKaplanskyは(37)に 於 て 局 所 こむ ぱ く と環 の研 究 をつL"け(39)

に於 て次 の結 果 を得 てv・る。即 ち局所 こむ ぱ ぐと環 のJ根 基 は閉 じてお り,も

う と正確 にい えば 閉正 期 極 大右(左)い で や るの積 に なつ てい る。,

こLに い う正 則 いで や るに就 て は多 くの人 に よ る研 究が あ るので 最 後 に こ

れ を一 括 して述 べて お こ う・實際 極 六 いで や るを取 扱 うと き正則 いで や るの概

念 を用 い ると便 利で あ るがSega1((59/74頁)は 局 所 こむ ば くと群 の群 代敏 に

於 て これ を用V・て い る。

環Rの いで や る1が 右 正則で あ る とい うの は,Rの 元 をxと す る ときex-x

が1に 含 まれ る ような元 ρ をRが 含 む ときそ して この ときに 限 る。

Brown(14)は これ をmodularと 名付 け て い る。

東 屋斥(5)は 」根 基 を左(又 は右)modulo軍 位 元 を有 す るRの すべ ての

極 大 右(叉 は左)い で いや るの積 として特 徴 づ け られ 左が ・ この左modulo軍

位 元 とい うの は ・Rの すべ て の元aとRの 右 いで や る1に 封 してua≡ …a(mod.r)

が 成立 す る元uを いい,、左modαlo軍 位 元 を有 す る右 いで ゃ るが 丁度 正則 いで

モ

や るに相 當 して い るの で あ る。

これ は またJacobsonの 系 ⑧3定 理7系2)の 誼 明 に際 して 左軍 位 元 だ けが

必 要 で あ る こ とか ら も導 か れ る。 この こ とに氣 つ い たの はKaplansky((34)'

157頁)で あつ て,彼 は左 軍 位元 を有 す る環 に於 て はJ根 基 は極 大右 いで や る

の積 にな る といつ て い る。

な おつ いで なが ら軍 純 環 の 左箪 位 元 はつ ね に軍 位 元 に な るこ とがBrOwn
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