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1.は じめ に

提携形ゲームとは複数人が集まって得た利益を,その部分提携の評価値を考

慮して,公平に分けるにはどうすべきか ?の間に答えようとしたものである｡

得られた利益の分け方 (解)として,種々の観点から様々な解が提唱されてい

る｡その中に線形でETP (EqualTreatmentProperty)という性質を満たす

解の集合がある.本稿ではこの中の3つの解に関する縮小ゲームによる一貫性

について考察する｡これらの縮小ゲームは複数個の項の凸結合であり,確率的

解釈が可能である｡これら3つの解は従来考察されてきた解である最小二乗準

仁,シヤープレイ値,ニュー値と関連している｡

〔25〕
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2.線形で ETPを満たす解

複数の参加者が集まって利益を生む状況を想定する｡参加者 (プレイヤーと

呼ぶ)の集合をN:- (1,...,n)とお く｡Nの部分集合を提携 と呼ぶ｡提携

S(⊂N)のメンバーが集まって得ることができる利益をLJ(S)で表し,提携Sの

提携値と呼ぶ｡Nの部分集合から実数-のこの関数V:2N--虎を特性関数と

呼ぶ｡ただし,V(a)-0とする｡プレイヤーの集合Nと特性関数 Vの組 (N,V)

を提携形ゲーム1)と呼ぶ｡すべての提携形ゲーム集合をCとおく｡全体提携

Nによって得 られる利益 V(N)を,部分提携Sの提携値 (V(S)lS⊂N)を利用

して,Nのメンバーになるべ く公平に分けることが,提携形ゲーム (Nv)の

1つの目的である｡

提携形ゲームの 1点解とは提携形ゲームの集合 Gからプレイヤー-の分け

方-の関数f:G-虎'lで次の条件を満たすものである :

f(N,V)-(fl(N,V),...,f,i(Nv))

∑f,(N,V)-V(N)
ノ∈∧J

l点解は値とも呼ばれる｡線形性とETP (EqualTreatmentProperty)は

次のように定義される｡

線形性 :C上の解′は次を満たすとき線形である,といわれる｡

すべての(N,V),(N,u))∈Gに対して,f(N,V+W)-f(N,i,)+f(N,W)である｡

ただし,(V+W)(S)-V(S)+uJ(S)であるo

ETP:C上の解′は次を満たすときETPを満たす,といわれる｡

V(SU(i)-V(SU(j))(∀S⊂N-冒,j))を満たす(N,V)∈Gに対 して,

1)譲渡可能効用を扱うので,正確には,譲渡可能効用を持つ提携形ゲームと呼ばれ
る｡
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fl(N,u)-f](Nv)である｡

線形でETPを満たす解 (値)は次に示すように表現される｡

補題 :(Ruizetal.1998)G上の解fが線形でETPを満たす必要かつ十分条

件は重みm-(m,i,S)"-2,.,S-1,‥,l11が存在し,fが次のように表現されるこ

とである｡

n
Sj∈S⊂N SS⊂N
S≠N S≠6).N

ただし,S-lsd,すなわち,提携Sのプレイヤーの人数である｡

この表現を利用して,最小二乗準仁,シヤープレイ値,ニュー値が次のよう

に定義される｡

-n.5-声 (n-2,･･･;S-1,-,n-1)ならば,最小二乗準仁であるo
1

mn,S=~㌃二三〔il二11｢ 1(n-2････;S-1,･･･,n-1)ならば,シヤープレイ値であるo
2s

mn･S=~両司 (!l二汗l(n-2,;∫-1,…,〟-1)ならば,ニュー値である｡
これらと関連する本稿で扱う解を定義する｡関連していることを示すため

｢擬｣をつけることにする｡

重みm,i,S-
(n-1)27l~2

仁と呼ぶことにする｡

重みm,l,S-
(nll)(n-S)

(n-2,…;S-1,…,n-1)を持つ解を,擬最小二乗準

〔;l二汗 l(n-2,-･;S-1･･-,n-1)を持つ解を,撹

シヤープレイ値と呼ぶことにする｡
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n(n-1)(n-S)〔;l二王〕~1
(n-2,...;S-1,…,n-1)を持つ解を,

擬ニュ-値と呼ぶことにする｡

これらは元の解の重みを譲与 倍して得られた重みを持つ解である｡

3.縮小ゲームによる一貫性

元のゲーム(N,V)(lNl≧3)と利得ベク トルx∈虎71が与えられた時,縮小ゲー

ム(N-(i),V･r)(vx:2Nll)- 庚)を定義する｡ただし, vx(Q))-0,vx(N-(i))

-V(N)-xiである｡

G上の解fに対して,縮小ゲームの部分提携の提携値 Lf(S)(S⊂N-ti),S≠田,

N-(i))を適切に定義して,

fj(N,V)-I,(N-ti),uf(N･V))(vj∈N-(i))

となるようにしたいoすなわち,元のゲーム (N,V)において解fにより配分

された利得 fl(N,V)を持 って 1人のプ レイヤー iが退出 し,縮小 ゲーム

(N-(i),vf(N･V))ができる｡退出しなかったプレイヤーjBこ対 して,解′によ

り配分される元のゲームにおける利得がN,V)が縮小ゲームにおける利得

fj(N-ti),vf(Nv))と一致することを要求するのが,縮小ゲームによる一貫性

である｡

縮小ゲームによる一貫性を満たせば,部分と全体を同じように扱うことを意

味するので,望ましい解と解釈される｡また,解の差異を縮小ゲームの違いで

表す試みである｡

次のような形の縮小ゲームを考察する｡
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vx(S)‥-五㌢ p,I,S∑ [V(SU(i川 k))-xl]kES

･五㌢ (1-毎 )lv(SU(i))-xl]

十宝 呈 毎 V(S)十吉 (1-P7l,S) ∑V(SUtk))
k∈N-SU(i)

(Red)

ただし,0≦p,i,S≦1であるoこれは複数個の項からなる凸結合で,次のよ

うな確率的解釈が可能である｡

確率盲寺 で

確率誓 子 で

･ ア

〟

(1)確率九.Sで

(2)確率1-p",Sで

(2)確率 1-1,".Sで

縮小ゲームの意味 :縮小ゲーム (N-(i),Lfr)において提携 S⊂N-(i)は使

者を通じてプレイヤーiに利得xiを与える代わりに,ゲームに留まって貰お

うする｡使者 (プレイヤーkとする)はプレイヤーi以外のn-1人からラン

ダムに (すなわち,確率 吉 で)選ばれる｡ また,プレイヤー才を留まらせ

ようとする時に,(1)確率pn,∫で提携の人数を変えることはできない,または,
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(2)確率 1-P,i,Sで提携の人数を1人増やすことができる,の2つの可能性が

ある｡

使者であるプレイヤーkが提携Sに属す場合 (上図の上方を参照),使者が

提携Sのメンバーなので提携Sの意向に積極的に従い,プレイヤーiの説得に

成功する｡従って,(1)提携の人数を増やすことができない場合,プレイヤーiに

留まってもらう代わりにプレイヤーkに退出してもらい,提携SU(i)-(A)を

形成し,その結果として提携SにV(SU(i)-(A))-xlの利得が残る｡(2)提

携の人数を1人増やすことができる場合,提携SU(i)を形成することができ,

その結果として提携SにV(SU(i))-xlの利得が残るo

使者であるプレイヤーkが提携Sに属さない場合 (上図の下方を参照),使

者が提携Sのメンバーではないので提携Sの意向に従う気がなく,プレイヤーi

の説得に失敗し,自分自身が提携に参加することを希望する｡従って,(1)揺

携の人数を増やすことができない場合,提携Sの利得はL'(S)のままであるo

(2)提携の人数を1人増やすことができる場合,提携SU(k)が形成され,そ

の結果として提携Sにu(SU(k))の利得が残る｡

提携Sが得る利得の期待値を計算すれば上記の (Red)が得られるo

p,i,Sとして次の3つの場合を考察する:(i)p,l,S-i,(ii)p,i,S-器 空手 ,

n
数を変えることはできない,または,(2)提携の人数を1人増やすことができる,

を決定するために,使者とは独立に (N-(i)またはNから)1人のプレイヤー

が選ばれる｡選ばれたプレイヤーが等確率で(1)または(2)を選ぶ場合が(i)で

ある.選ばれた人が提携 Sに属さなければ(1)を選び,提携 Sに属せば(2)を

選ぶ場合が(ii)と(iii)である｡(ii)ではプレイヤーiは考慮の対象外である.

(iii)ではプレイヤーiも考慮の対象に含まれ,プレイヤーiが選ばれた場合は(2)

を選ぶ｡

(i)の場合が擬最小二乗準仁,(ii)の場合が擬シヤープレイ値,(iii)の場合が
擬ニュー値に対する縮小ゲームである｡

さらに,2人ゲームにおける標準性を次のように定義する｡
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2人ゲームにおける標準性 :C上の解′は次を満たす時,2人ゲームにおけ

る標準性を満たす,といわれる｡

/(くわ),〟)=
V((i,j))-V((i))-V(t7')) V((i,j))-V((i))-V(t7'))

次の定理が成り立つ :

定理 :(証明は補遺を参照｡)

(1)擬最小二乗準仁は2人ゲームにおける標準性を満たし,p,l,S-Ⅰ である
(Red)で与えられた縮小ゲームに対して縮小ゲームによる一貫性を満たす

唯-の解である｡

(2)擬シヤープレイ値は2人ゲームにおける標準性を満たし,p,i,S -器崇
である (Red)で与えられた縮小ゲームに対して縮小ゲームによる一貫性を

滴たす唯-の解である｡

(3)擬ニュー値は2人ゲームにおける標準性を満たし,p,l,5 --竺二仁Ⅰ であn
る (Red)で与えられた縮小ゲームに対して縮小ゲームによる一貫性を満た

す唯一の解であるO

命題 : (証明は補遺を参照｡)

擬最小二乗準仁,擬シヤープレイ値,擬ニュー値は次に示すように元の値と

全体提携値の均等割りの凸結合である｡ただし,′で元の値,′*で擬値を示す｡

)7-i 7[

この命題より〆 (N,V)-I,*(N,V)-譲与 vl(N,V)-fj(N,V))(∀i∈N)･と
なり,擬値では元の値よりもプレイヤー間の配分の(大小関係は変わらないが)

差が小さく〔吉 倍に〕なるo
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4.数 値 例

次の4人ゲームを考察する｡

V(3)-V(13)-10,V(4)-V(14)-20,

が(23)-〟(123)-15,〟(24)-〟(124)-25,

が(34)-〟(134)-〟(234)-〟(1234)-30,

V(S)-Oforothers(⊂(1,2,3,4)).
各値を求めると次の表のようになる｡

プレイヤー1 プレイヤー2 プレイヤー3 プレイヤー4

最小二乗準仁 -0.63 1.88 9.38 19.38

シヤープレイ 0 1.67 9.17 19.16

ニュー億 4.86 5.42 8.19 ll.53

擬最小二乗準仁 4.79 5.63 8.13 ll.46

擬シヤープレイ値 5.00 5.56 8.06 ll.39

プレイヤー1,2,3,4の順に配分量が多くなる｡しかしその差は,命題

の後で述べたように,元の値よりも擬値の方が小さい｡

例えば,このゲームの縮小ゲームの評価として(ii)p,i,S-器 呈 のケース
が安当と判断できるならば,擬シヤープレイ値を解として採用すれば良い｡

5.終 わ りに

縮小ゲームによる一貫性に関する従来の研究では,｢先に考察する解があり,

その後その解が縮小ゲームによる一貫性を満たすように縮小ゲームを構成す

る｡｣という方向であった｡本稿ではこの方向を逆にし,確率的解釈が可能で

ある縮小ゲームを与え,その縮小ゲームによる一貫性を満たす解を求めた｡

(Red)で与えられる縮小ゲームは本稿で述べたような確率的解釈が可能であ
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り,この縮小ゲームに対して一貫性を満たすのが,擬最小二乗準仁,擬シヤー

プレイ値,擬ニュー値であった｡これらの擬値は,従来注目されていなかった｡

貧富の差がだんだん広がり,そのために社会不安が増大する現代において,元

の値よりもプレイヤー間の格差を小さくする擬値は意味のある解と思われる｡

6.補 遺

定理と命題の証明を行う｡

定理 :

Namekata&DriessenのLemma7,8,9より,

-,I,1--nll,1芸子 p,l,1,

mn,S-m,i-1了 崇 チ p,Z,S･-,i-1,S-1‡壬 (1-毎 11)fors-2,･･･,n-2,

-,i,,l-1--,ill,"-2崇 (1-9,i,,l-2)･

が成り立つことを示せばよい｡代入して右辺を計算し,左辺に等しくなること

を示す｡

(1)仇,～,∫-
(n-1)2'l~2(n-2,･･･;S-1,..･,n-1),P".S-Ⅰ を代入すると,

l n121 1

-,,-1,S完 ≡子 9,2,S･m"-1,S-1三三 (119",S-1)
1 1 n-sl1

n-227l-3 n-1

1 1

オ二十 ダ ニ喜~=m,lps

1 sll 1

i. ∴ :･.L･:..I.三

=mlt.1
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-nll,,I-2芸子 (1-9",,I-2)-

となる｡

(2) m,2,S-(n-1)(n-S)

1 n121 1

(n-2)2"~3n-12 (a-1)27l~2

〔sn 二 11) Al(n -2,- ･;S - 1,-･,n-1,, 9,i,S-
を代入すると,

-,ill,1芸子毎 -てふ 〔n62｢1〔
Jt-2nll〕2

-,i-1了崇子 p,～,S･m,i-i,S-1‡壬(1-p,i,5-1)
(n-2)(n-sl1)

=mn,12-1

n-sll〝-1
1

て秤 =m7l,1

-,i-1,7l-2芸子 (1-P,I,,l-2)-て忘〔;…二32)AllH〕2
1

て秤 =m,i,7l-1

となる｡

(3)肌,～,∫-
2Sn(n-1)(n-S)

を代入すると,

-,i-1,1崇 p,i,1-

2

n(n-1)2=m72,1

〔sn 二 王〕 Jl(a-2,･-;S - 1,･･･,n-1,, 9,i,S- 誓

-1n-2n-2
(n-1)(n-2)2:J工,I-':.:: ∵ メ′

m,i-1了 崇 手 9,i,S･mn-1,S-1ま壬 (1-毎 一1)

2S

(n-1)(n-2)(n-S-1)〔:l二汗 1

n-S-1n-S-1
Jl-1 /I
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2(∫-1)2
(nll)(n12)(n-S)

n(nll)(n-S)〔;l二11)
(_;11=22ド 1示 ㍉
=mll,S

-,i-i,,l-2芸子 (1-P,i,n-2)-

2
両 ~=m",7111

となる｡

2(n12)
(n-1)(n-2) 〔;…二三〕

~ln-272-1
)I-1 JJ

命題 :
1

元の値の重みmを,擬値の重みをm*とおくと,m*,l･S--㌃7 m,i,Sであった｡
これより,

n
Sz∈S⊂N SS⊂N
S≠N S≠G)JV

JJ-1 JJ
L.い17才JJ-1 JJ

となる｡

I∑ m,i,SV(S)-∑ ‡ m,i,SV(S)Sl∈S⊂N SS⊂NS≠N S≠OJV
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