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,最 小 二乗 法 を め ぐつ ての

若 干 の 覚 書

竹 内 清

1

、

統 計的 手 法 を種 々の分野 へ応 用 す る場 合,わ れ われ は,ま ず そ こ に設定 され

て い る前 提 条件 が 現 実 の場 におい て果 して妥 当 してい るか ど うか を 吟 味 し な け

れ ば な らない。 もしそ の前提 条件 が現 実 の場 にお い て満 た されて い ない 場 合 に

は,そ の統 計 的手 法 を利用 して得 た と ころ の もつ と も らしい形 を した分 析 結 果

は,形 式 的 な皮 相 的 な もの とな り,実 際 目的 の た め には価 値 の 少 い もの とな る

か もしれず,或 は 時 には か な りの危 険 を伴 う場 合 も少 くは ない で あろ う。

その様 な場 合,そ の前 提条 件 を満 す様 な現 実 の場 を 作 りだ す こ とが 可能 で あ

る こ と もあ り得 るで あろ う。実 験 計 書 にお い てrandomization等 の 考 案 によ

つ て確 率 の場 を作 り出 す のは,そ の一例 で あ る。 しか しそれが 可能 で ない 場 合

も存 在 す る。 そ の殆 ん どが 非 実験 的 デ ー タ よ り成 る経 済 デ ー タを用 いて の経 済

分 析 の場 合 は そ うで あ る。経 済分 析 に統 計 的手 法 を応 用 す る際 は,経 済理 論 並

び に過去 の一 般 的 経験 を援 用 して,実 験計 書 の場 合 との類 似性 を 確 保 した上 で

そ れ を用 い る こ とが必 要 とな る。

お よ そい か な る理 論 も,そ の前 提 条件 が 緩 けれ ば緩 い程,そ の適 用 範囲 は広

くな る。 そ こで上 述 の問 題 も,前 提 条件 を緩 め るこ とによつ て 解決 の方 向へ も

つ て い くの は一 つ の方 法 で あ る。 しか し こ ㌧に一 つ の ジ レ ンマが あ る。 例 えば

non-parametricな 方 法 はparametricな 方法 よ りも,一 般 的 な性 格 を もつ て

い る。 しか し も しparametricな 方 法 に お け る前提 条件 が満 た され てい る場 合

に は,parametricな 方法 に も とつ く分 析 結 果 の方 が,non-parametricな 方

法 に もとつ く分 析結 果 よ りも,一 般 に精度 が よ く,無 駄 が少 い 。 そ こで われ わ

れ の 態 度 は,理 論 的 な一般 化 へ の道 を指 向す る と共 に,問 題 とす るそれ ぞ れ の

特 定 分 野 に関 して,理 論面 と実 際面 との対 決 を通 じて,必 要 情 報 の 究 明 に よ り
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理 論 の特殊化 を狙 うことが必要 とな るであろ う。

この覚書は,統 計的手 法を実 際 に応用す る場合 の前提条件 の 吟味 とい うこと

を頭 にお きなが ら,計 量経済学 にお け る最小二乗法 をめ ぐる若干 の聞題点 を素

描 したもので,今 後 の展開 の手 が か りを求 めた もので ある。

2

近 代 統 計 学 は,今 世 紀 前 半R.A,Fisherを 基 点 と し,J.Noyman,E.S.

Pearsonを 経,更 にA.Wald等 を通 じ て輝 か し い 発 展 の 道 を 歩 ん で き た 。

わ
近代統 計学発展 の背後 には歴 史的,社 会的要請が存在 していたので あ るが,な

かんず くそ こには実験 の場が あ り,実 験的デ ータを素材 としての理論構成並 び

に応用が なされて きたことを忘れては な らない。従 つて,そ れ は生物学,遺 伝

学等 の自然科学 の分野で大部分培 われて きた。 ところで経済学等 の社会科 学 の

分野で得 られ る大部分 のデータの性格 は非実験的 な もので あ るところ に,近 代

統 計学 において展 開 きれた極 めて精巧 な武器 た る統 計的手法 を形式的 にそのま

～適 用 した場合 の危険が内蔵 されてい るもの と考 え ることが で き るで あろ う。

近代統 計学 の思考方 法 はいか なる論理 構造 を もつてい るか,R・A・Fisherの

線 に沿つてみれば,統 計的推理 は,仮 説 の規定,推 定の問題及 び仮説検 定 の三
　ラ

っ に分 けて考 え ることが で き るで あろ う。A.Waldの 統 計 的決定 函数論 の立

場 か らは,危 険 とい う概 念を導入 し,推 定,検 定 の問題 を二段階 の問題 として

冒な く,単 一 の問題 として統計的推理 の問題 をよ り一般的 に取 り扱 うことがで
ヨ　

き るが,こ 、では直接的 に関係 しない ので以下 においては触れ ない ことにす る
ウ

仮説 の規定で は,デ ータが生成 され るところ の メニズ ムをモデル化す る。 こ

れはデータを統計的 に処理分析す るための基礎 を形成 す る。 そ こで は,問 題 の

理論的 な関係 を構成す る因果 的 な仮定 と,誤 差項 に関す る仮定 とのごつ の 構 成

部分 か ら成 つてい る。実験 の場 において は,何 が原因変数 であ り,何 が結果変

数 であ るかその因果関係 は,実 験 の設計 か らして明確 に把握 され る性質 の もの

1)例 え ば,A.Waldのsequentialanalysisは 今 次 大 戦 を契 機 と し,ま た 品 質 管 理

は大 量 生 産 方 式 に そ の 発 生 発 展 の 母 胎 を 汲 み と る こ とが で きる で あ ろ う。

2)R.A.Fisher,StatisticalMethodsforReseαrchMorkers,1950,

11thed.,P.8,

3)A.Wald,St'atisticalDecisionFunctions,1950.

(
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で あ る。因果的 な仮定 は,問 題 の主題 を形成す るもので あ り,こ れは通常対 象

に関す る実質 科学 の観点,或 は過去 の一般的経験 等を もとにして設定 され る。

実験 的な状況 の下 においては,実 験 の メカニズ ムは,そ の様 な因果的仮定 を検

定 ない し証明す る様 に設計 され る。 コン トロールで きない要因,或 は取 り上 げし

なかつた要因の影響 はrandomization等 の考案 によ り申立化 され る。 これは

非実験 的デー タを取 り扱 う社会科学 の殆ん どの場 合 と根本的 に相違す るところ

で ある。

誤差項 に関す る仮定は,観 測値 と理論値の間 の偏差 についての解釈を 与 える

ので,こ れ もまた主題 の内容 を構成す る一部で あ る。同時 にそれ らは,推 定及

び仮説検 定のための統 計的手法 の理 論的基礎 を与 え,因 果的仮定 を補充す る も

ので あ る。誤差項 の性格は,結 果変数 に影影 を及 ぼす と考 え られ る要因 のすべ

ては取 り上げ なかつ た ことに基因す る誤差一 これ は方程式 の誤差或 は規定 の

誤差 と呼ばれ る一 の外 に,観 測 の誤差 が考 え られ るで あろ う。 従 つて誤差項

に関す る仮定 には,こ の両者が同時 に取 り入れ られ なければな らぬで あろ うが

現段階 におけ る統計 的手法 の不完全 さの故 に,規 定 の誤差 だけを取 り上 げて論

ず る場 合が多い。

誤差項 の性質が,因 果 的仮定 を表現す る方程式 のパ ラメーターの推定,検 定,

並 び に目的変数 の推定,予 測 に基本的 な役割 を演ず るので あ るか ら,誤 差項が

仮定 した性質 を もつ てい るか どうか,標 本デ ータを もとに して検証 した上 で使

う必要が ある。.既述 の如 く,こ の誤差項 の性質 が一般的で あれば あ る程,そ れ

の適用範囲 は広 く,そ れが厳 しけれ ば厳 しい程,そ の適用範囲は 狭 くな る。仮

定 きれた誤差項 の性質が厳 しい場合,も しそれが実 際 に満 た されてい るな らば ・

それ を使 つて分析 した結果 は,そ れ よ り緩い仮定 の もとに導出 され る結果 よ り

一般 に望 ましい ものが得 られ る。

こ ㌧で因果 的仮定 といつ たのは,実 験的 な状況 の下 でそれが 設定 され たか ら

で あ る。非実験 的 な状況 を も含 めてな らば,理 論的仮定 といつ た方が よ り適 切

で あろ う。理論的仮 定を表現 したモデルを理論的 モデル,そ れ に誤差項 を附加

した ものを統計的 モデル と呼ぶ ことにしよ う。 これを経済学 の場 に適 用す るな

らば,理 論的モデル の段階は数理経済学 に対応 し,統 計的 モデルの段階 は計量
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3

経済変数間の相互関係の計量経済学的把握の仕方には,そ の因果的関係に重
◎4)

点 をお い て逐 次体 系 を構i成す るH.Woldを 申心 とす る立 場 と,そ の 相 互依 存 関

係 に重 点 をお い て構 造方 程 式 体系 を構 成 す るT.C.Koopmans等 を中 心 とす る
ら　

CowlesCommission流 の立場 の二つ を区別す ることが で きるで あろ う。 この

様iな立場 の相違 は,必 然的 にモデルを表現す る方程 式体系の内容 の相違 を越

らす。形 式的 には,前 者 は後者 の特 別 の場 合 とみ なす ことがで きるが,変 数 間

の具体 的内容関係が異 る。す なわ ち,逐 次体系 におい ては,変 数 は一方 的因果

関 係 に よつて結ばれてい るが,構 造方程 式体系で は,体 系 内で決定 され る内生
の

変数 間 の関係は因果関係では な くして相互依存関係 によつ て結 ばれ てい る。

方程式 のパ ラメーター推定 に関 し,逐 次体系 においては,各 方程式 に対 し,

因 果関係 の順序 に対応 し,単 独 に逐 次最小二乗法 を適用 す る。 構造方程式体系

で は,最 尤法 を用 いてパ ラメー ターの推定 を行 うのが持論で あ る。

理論 的 モデル として逐次体系 を とるか,構 造方程式体系 を とるかは今 なお論
　ラ

争 申 の ところで あ るが,一 般的抽象的 な水準 において これは 論議 で きないので

は なか ろ うか。 ある場 合には逐次 体系 の方が よ り,適 切で あろ うし,ま アこある

場 合 には構造方程式体 系の方が よ り適切 であろ う。

こ ～で は前節で触れた誤差項 の性質 と関連 した理 論的 モデル の パ ラメーター

の推定 に焦点 を合 わせ るのが 目的で あ るか ら,何 れ の理論的 モデルが よいか と

い う問題 には深 く立 ち入 らない ことにす る。

こ ㌧で,以 下 の論議 を明確 に し,救 述 を簡単化す るために,最 小 二乗法 に関
つ

す る若干 の定理 の結果 とその前提条件 をあげてお こう。

4,例 え ば,・H.Wold,DemαndAnalysis,1953.

5)例 え ば,Wm.C.110ed&T.C,Koopmans,ed.,StudiesinE「conometric

Method,1953.

6)例 え ば,H.W・td,「CausualInferencefromObservationalData」,Journalo/

theRoyalStαtisticalSociety(A)Vol.119,Part1,1956,PP.28-60参 照.

7)例 え ば,T.C.Koopmans&Wm.C.Hood,「TheEstimationofSimultaneous

LinearEconomicRelationships」,Wm.C.Hood&T.C.Koopmansed.,ibid。,

PP.132-133参 照.

4
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條 件

(1.a)「 残 差 は互 に独立 に,平 均0,分 散 σ2を もっ て正 規 分 布 をす る。 」

次 は(1.a)の 正 規 分 布 とい う条 件 を落 し,条 件 を緩 め て あ る。 ○

(1・b)「 残 差 は互 に独 立 に,平 均0,分 散a2を もつ た確 率 変 数 で あ る。」

従 つ て(1.a)は(1・b)の 特 別 の場 合 として含 まれ る。

次 は残 差 と独 立 変 数(説 明変 数)と の 問 の関係 を規 定 した もので あ る。

(2.a)「 説 明変 数 は外 生 変数 だ け を含 み,従 っ て 各残差 は 外生 変数 と独 立 に

布 分 す る。

次 は説 明変 数 と して外生 変 数 だ け で な く時差 を伴 つ た内生 変 数 を含 む 場 合 で

あ る。 」

2・b)「 説 明変 数 は既 決 変数(す な わ ち,外 生変 数 と時差 を伴 つ7内 生変 数)

を含 み,そ して残差 は独 立 に分 布 して い るので,既 決 変数 の同 時値 或 は先 行

値 とは独立 に分 布す る。 」

従 つ て(2.a)は(2.b)の 特 別 の場 合 として含 まれ る。

定 理 の 結 果

(11「条 件(1.a)が 満 た きれ る場 合 には,最 小 二 乗 推 定 値 は 最 尤 推 定 値 と一

致 す る。 」

(2)「条件(1.a>と 条件(2.a)が 満 た きれ る場 合 には最 小 二 乗推 定値 は,・ 一

致 ・不 偏 ・有 敷 推定 値 で あ り,従 っ て ま た最 良線 型不 偏 推 定 値 とな る。 」

(3}「条件(1.b)と 条 件(2.a)が 満 た され る場 合 には,最 小 二 乗 推 定値 は一

致 推定 値 で あ る。 それ らは ま た最 良線 型不 偏推 定 値 で もあ る。 」

(4)「条 件(1.a)と 条件(2.b)が 満 た きれ る場 合 には,最 小 二 乗 推 定値 は一一

致 推 定 値 で あ り,ま た漸 近 的 に有 敷 で あ る。」

{5)「条件(1.b)と 条件(2.b)が 満 た され る場 合 には,最 小 二乗 推 定値 は一

致推 定 値 で あ る。 」

4

CowlesCommission流 の連 立方 程 式 接近 の立場 か らす る,単 独 に単 一方 程

式 に適 用 され た最 小 二 乗 法 に対 す る批判 の一 つ は ・そ の モデ ル構 成 法 と関連 し
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て最小 二乗推定値が 偏 りを もつ とい う点 にあ る。 これ に対 す る反批判 の急先鋒

はH.w・ldで あ り,彼 は経 済諸 変数 間 にみ られ る因果 関係 を強 調 し,7こ とい

方程式 の形 は連立方程式 であ るにせ よ,逐 次 モデルを構成 し,各 方程式 に逐次

最小二乗法 を適用 してパラメータの推定 を行 つて も,最 小二乗法適用 の前提条

件が満 されてい る限 り,そ の推 定値 はCowlesCommission流 の意 味で の偏

りは もつていない とす る。

連立方程式接近 におけ るパ ラメーターの推定 法 としては,最 尤法が最良 の も

の と考 え られてい る。 しか し最尤法 を適 用す るためには,誤 差項並 びに内生変

数 に関す る分布 を規定 した上で,尤 度函数 を構成 し,そ れが最大 にな る様 にパ

ラメーターが推定 され なけれ ばな らない。すなわ ち,誤 差項並 び に内生変数 に

関す る分布函数が陽表 的 に分 つてい なけれ ば,尤 度函数 を陽表的 には構成で き

ない。 この意味 において最尤法 はdistribution・freeの 方法 で はない。 通常

最 も多 くなされ る仮定 は,誤 差項 の分布 に関す る正規分布 のそれ であ る。 しか

し経済量 の場合 これはかな りきつい条件 とな る場合が少 くは ないで あろ う。 た

とい その仮定が成立 す るとして も,実 際 に最尤法 を適用 してパ ラメーターの推

定 をなす には,か な り計算手続 が面倒 で複雑 となる。

そ こで実際上 の観点 か ら,誤 差項 の正規分布 に関す る仮定 を もつ と緩い もの

にす ると同時 に,計 算 の簡単化 を狙つ た方式が実 際 には多 く用い られ ることに

な る。

普通 なきれ る方式 は,連 立方程式 一一 一構造方程 式一一 をそれぞれ 内生変数 に

関 して解いた,所 謂誘導形式 を導 き,そ れ にっい て最小二乗法 を適用 して誘導

形式 のパ ラメー ター一 それ は構造母数 の函数 に なつてい る一一 を推定 し,そ

れ らの推定値 間の関係 を利用 して元 の構造 母数 の推 定値 が求 め られ る。 この場

合構造方程式 が適 度認定の条件 を満 してい るな らば,誘 導形式 を通 じて推定 き

れた構造母数 の推定値 は一致推定値 とな る。

更 に,同 時 には元 の構造方程式 の情報 を全部 は利用せず,問 題 とす る方程式

のみ を分離 して取 り扱 う制限情報最尤推定法 もしば しば使われ る。

われわれがあ る統 計的手法 を用い る場 合,そ の前提条 件が応用 の場 において

果 して妥 当す るか ど うか を吟味 し検証 した上 で使 わなけれ ばな らないが,こ の

●

c
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様 な検証 を行わず に,形 式的 に応用 し,も つ とも らしい分析結果を出 してい る

例 を往 々 に して見 うけ る。例 えば,正 規分布の仮 定が許容 され ない場合 におい

て,パ ラメータの推定値 に関す る,正 規分布 を もとにした種 々の検定 を 行つ た

り,或 は信頼限界 を出 した として も,そ の様 な結果 に対 して ・われわれは どこ

まで妥当 な もので信 頼 のおけ るものか客観的 な判 定 を下 す こ とはで きないで あ

ろ う。 これ はdist「ibution-freeで ない 推理法 のすべ てに共通 す る問題 で あ

る。勿論,完 全情 報最尤推定値 につい て も,ま た制 限情報推定値 につい て もい

え ることであ る。

正規分布 に関連 しては申心極 限定理 の果す役 割 は極 めて大 きい。算 術平均 の

如 き統 計量 は,た とい もとの分布が何 であろ うと,中 心極限定理 の条件 を満す

限 りその正規分布へ の牧敏 の速度 はか な り速い。 従 つて この様 な場合 にはかな

り小 さな標本で もその様 な統計量 に関 し,正 規分布 の仮 定をおい て分析 して も

そ の結論 はか な り客観的 に保証 され テこもの と考 え ることがで きる。

最 尤法適用 に当つて最 もしば しばなきれ る誤差項 の正規分布 の仮定 とも関連
お　

し,H.Chernoff及 びH.Rubinは,通 常 の制 限情 報 最 尤 法 を拡張 し,誤 差 項

の 分 布 に関 して は次 の様 な条 件 の緩 和 を行 う。

(1}線 型 体 系 の係 数,{2〕 これ らの推 定 値 の 共分 散 行 列,C3}誤 差項 の 共分 散

行 列,の 推定 に関連 した制 限情 報 最 尤 推 定 にお い て,誤 差 項 恥 に関す る条 件 は

通 常{1}Utは 既 決 変 数 とは独 立 に 分 布 す る,{2}Utの 分 布 は すべ て の 毛に 対 し

て 同 じで あ る,〔3)Utの 分 布 は平 均0の 正 規分 布 で あ る,{4}Utはtキ τ な

るUrと は独立 に分 布 してい る,{5)X=E(u/tUt)はnonsingularで あ る・

とい う こ とで あ る。 と ころ で これ らの条 件 は実 際 に は しば しば成 立 し ない 。 そ

こで彼 等 は,こ れ らの条 件 を緩 め る様,8個 の条件 をお く,そ の 中 第7の 条件

と して次 の もの を設 定 す る。

γ/f皿"。 の 要素 は漸 近 的 に正 規 分 布 をす る。

こ ～に,

8)H.Chernoff&H.Rubin,「AsymptoticI)ropertiesofLimitedInformation

EstimategunderGeneralizedConditions」,StudiesinEconometricMethod

l953,pp.200-212.



一214一 商 学 討 究 第7巻 第2・ 第3号

晦 一希か 翫

で,Ztは 既決変数,qも は問題 とす る方程式群 の誤差項 。Ztもqtも 共 にベ ク トル

で,qtの ダ ザシ ュは転置 を表 わす。第7の 条件 は,中 心極 限定理 の見 地 か らす

れ ば,q及 びzに 関 してかな り弱 い制 限であ るとす る。 しか し漸近的 とい うこ

とは,任 意 の11に っいて成 り立 つので はな く,大 標本 の場合 にその妥 当性 が

保証 され るもので ある。t分 布 もn→ 。。の時は正規分布 になる。 だか らといつ

て 七な る統計量が恰 も正規分布す るかの如 くに小標本 を取 り扱 えば誤 りで あ る

ことは周知 の ことで あ る。経済時系列 の場合,わ れわれは この様 な漸近性 によ

つ て保証 され るに充分 な程 多 くのデ ータを もたない のが普通 といえるだ ろ う。

通常漸近性 に関連 した定理 を利用す る際 は,牧 敏 の速度 を吟味す る と共 に,一

般 には大標本 の場 合 におけ る保証 が与 え られてい るにす ぎない ことを 忘れ ては

な らないで あろ う。

多 くの人が,経 済関係式 の場合 の誤差 の正規分布 とい う仮 定 に疑問 を持 ちな

が らも,実 際上 の操作,そ の他 の便 宜性 か ら,こ れ を深 く反省す る ことな しに

用い て分析 を行つ てい る。最尤法 を用 い る場合 の誤差項 の分布 の仮定 は殆ん ど

正規分布で,そ れ を もとに して尤度函数 を構成 してい る。 もし誤 差項が仮 定通

りの分布 を実際 に してい るな らば,最 尤推定値 は,現 在 の ところでは統計的 に

最 も望 ま しい性質 を有 す るもので ある。 もしこの仮定が 満た され ない場合 には

この仮定が満た され る様 にモデル を再構成す るか,或 は正 規分布 とい う仮定 を

取 り除いた もつ と緩 い仮定 一一例 えば前節 の条件(1.b)の 如 き一 一を設定す

る ことで あ る。

そ こでdistribution-freeの 方法 としての この様 な最小二乗 法は,こ の意味

において はよ り一般的 な方法 とい うことがで きるで あろ う。

5

構造方程式体系申 の任意 の構造方程式 の係数一一構造母数一 一を最小二 乗法

を用 いて推定 した値 は一般 に一致性 を もたない とされ る。例 えば,次 の例 を考
9)

え よ う。

g)T.C.Koopmans(量Wm.C.Hood,ibid.,pp.134-135.

へ
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(1)ylt+β12y2t+γnz、t十 γ、0=Ult(需 要)

{2)y1ご+i922y2t+γ22z2t+γt。=u2s(供 給)

(t=1,2ジ 。・…,T)

但 し,β,,キ β22。

一 ・215-一

,

こ ～に,yは 内 生 変 数,zは 外 生 変 数,β,γ は 構 造 母 数,uは 誤 差 項 とす る。

こsで はyls=農 産 物 数 量,y2s=価 格,z、t=所 得,z2ド 降 雨 量 で,(1】 は 需 要

方 程 式,{2}は 供 給 方 程 式 を 表 わ し て い る。

上 式 をyに 関 し て 解 け ば,次 の誘 導 形 式 が 得 られ る。

{3}Ylt一 π11zls一 π12z2t・一π、o=Vlt

(4)y2t一 π21Z、t一πzaZ2t・一一・π2。=V2t

但 し,

恥 一諾畿 ・ 砲 一lil…ll;一 一腰 三1整
,

(5}

γエ1一 γ22γ1o一 γ20
π21==『 砺

一 碗,π22=β22_β12,π20==β22一 β1憂,

β22Ult一 β」2u2t U2t-Ult

β22_β1匪 一 一,V2t=β 』2F==β12。

VTt=

{4)を験 べ てみ る と,(5}か ら分 る様 に,v2tはu、`とu2tの 一 次 結 合 で あ るので,

y2は 一般 にu、2に 統 計 的 に依 存 して い る。従 つ て(1〕の構 造方 程 式 に 着 目 した場

合,y2tとu・tが 独 立 で ない カ)ら,3節 で 述べ た様 に,最 小 二乗 法 に関 す る定理

の条 件(1・b)が か り に満 た され てい て も,条 件(2.a)が 満 た され てい ない の

で,こ の場 合,最 小 二乗 推 定 値 が 一 致性 を もつ た め の充 分 条 件 を 満 た してい な

い こと にな る。同様 に して,(3}と(5}か ら分 る様 に,y2も ま たu2}c-一 般 に統 計

的 に依 存 してい る。 従 つ て(ljの構 造 方程 式 と同様,(2}の 構 造方 程 式 に関 して も

量杢 三 乗 推 定値 の一一致 性 を もつ た め の充分 条 件 を満 た して い ない とす る。
エの

ま た推 定値 の偏 りに関 して は次 の様 な論 法 で進 む。 こsで は〔1〕のβ12の推 定 に
ゆ

関 し,(1)を 単 独 に用 い た場 合 の最 小 二 乗 推 定 値 の偏 りにつ い て考 え る。 β12の最

lo)例 え ば,J.Bronfenbrenner,「sourcesandsizeofLeast・squaresBiasinaTwo-

EquationM(rie1」,StuaiesinEconometricMethod,1953,pp.221・-235,参 照
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の ロ ク

小 二 乗 推 定値b12は,y、 を従属 変 数 と して選 べ ば,次 の値 に 確 率 牧 敏 す る(記

号 でplimと 表 わ す)。,・r
T-〉Oo

ゆ

(6)潔 一pli皿 耀 一plim-m・ …ゆ
T→ 。。T→ 。。my2y2・

但 し,

01TlTT

(Tm・ ・y」ヤ 恩y・ ・y・・一亜 三y・ ・三y・ 」
。

これ に(3),(4、 の誘 導 形 式 の結 果 を代入 して 整 頓 すれ ば,β12の 最 小 二 乗 推 定

値 の確 率極 限 として次 の結果 を得 る。

(8}魂一β署轟 綴 磐甥 畿 鍔2+曜 曜

但し,

0μ2Zlz2μ
z2z2==11ZIZI-一 層

μZlz1

はz2のZlに 対 す る最 小 二 乗回 帰 か らの残 差z2。 の分 散 を表 わ す 。

従 つ て この場 合 に お け る漸 近 的 な偏 り として次 の結 果 が得 られ る。

{9}蔽 一薯 云鑑 薯隷7 .

この様 な偏 りの生 じた原 因 と して は,y2の 変 動 が決 定 的 な役 割 を演 じて い る。

そ れ はy2の 変 動 が どの様 な 変 動 群 か ら成 る か を見 れ ば明 らか にな る。z2をz2

及 びz20で 表 わせ ば,(4)・b>ら

趣m隔 歳 〔(娠イ 箆 器 埼 一r22z・・一(u・t-u2t)〕+η

(Z1)(z20)(a)
==y2十Y2十y2十 η

但 は,η は 定 数 部 分 を表 わ す 。

ao)はy2を 変 動 源 別 に分 解 し た もの と考 え る こ と が で き よ う。{9}の 分 母 子 を

(β,2一β13)2で 割 る と,分 子 は(at2-a12)/(β,2一 βi2)と な り,こ れ はUlと
●

y2(u)y2の 説 明 きれ な い 成 分 の 共 分 散 の 絶 対 値 を 表 わ す 。、従 つ て偏 り

は,U、 とy2の 成 分 でU1とU2に 依 存 す る部 分 との 間 の 共 分 散COV(U、,y2(u))

に 比 例 す る。y2(u)は そ の成 分 を み る と分 る様 ・に,u・ とu2の 一 次 結 合 で あ る。

の(
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従 つ て これ ら二 つ は偏 りへ の寄 与 を な してい る。但 し,u2の 場 合 はa12toの 場

合 に限 る。 これ ら二 つ の偏 りの 源 泉 も・{9】か ら明 らか な様 に,a12==a、2の 場 合

に限 っ て,互 に相 毅 す る。

ま たy2の 定数部 分 を 除 い た三 つ の 成 分 は相互 に 独 立 で あ るので ・y2の 分散

は 次 の様 に分 解 きれ る。

㎝var(y,)一 ▽a。(y,(z'))+▽ ・・(y,(■20))+V・ ・(Y2・u))。

〔9}の 分 母 を(β22一 β12)2で 割 つtcも の は,Y2('20)+y2(u)の 分 散 で あ る か ら,

偏 り は,var(y2(z20)+y2("))に 反 比 例 す る こ とが 分 る。

か く し て 偏 り は,次 の 公 式 に ま と め られ る 。

ma命 一砺 一設 轟1霧il、)=▽a。 そ器 譜 蓋(lii's-(i5;
,、。))・

この様 に して方程 式体系内の一方程式 に単独 に直接的 に最小二乗法 を適用 し

た場合の 幅 りを算 出 し,方 程式体系 を同時的 に考慮 した上での最尤法 によ るパ

ラメーター推 定の優 越性 に対 しての統計的 な面 か らす る主張 の一つ の根拠 とし

てい る。

6

'

前節 におけ る如 き批判 に答 え,か つ 自論 の優越性 を主張 す るH.Woldの 議
　　　

論 は次 の様 な もので ある。

H.Woldは,経 済関係 の動態的 な分 析手法 としては,構 造方 程式 系体 よ り

も,一 方的因果関係 にもとつ く逐次 モデルの方が一般的 な もの として,逐 次体

系 を構成 す る。 その様 な逐 次体系 におい ては,体 系内の各関係式 に最小二乗回

帰 を形 成すれ ばよ く,こ の回帰 にお ける偏 りは,理 論的 な残差 と説 明変数の間

の相 関々係 に由来 する もので,そ の関係式が体 系内の一部で あろ うとなかろ う

と,本 質的な相違 はない。逐次体系 において は,そ れがい くつかの 関係式 か ら

成 つ ていて も,一 つの関係式 におけ る規定 の誤差 は,他 の関係式 に影響 を及 ぼ

さ ない。

皿)例 え ば,H.Wold(1953>,更 に新 しい と ころ で はH.Wold(1956)参 照 。
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逐 次 体 系 の簡単 なモデ ル は次 の様 な もので あ る。 こ ㌧で は 三 変 数 と し・前 節 と

同 じ記 号 を用 い る こ とにす る。

0。3)y1も=0十 〇 十Llt十U1も

血蜀y2t=C120y1も 十 〇十 工i2t十U2t

㈲Y3t=C130ylt十C230Y2t十L,t十U3t

但 し,Lは 既 決 変数 の一 次 結 合 。

Uitが 相互 に独 立 で あれ ば,;ま ずa3)に 最 小 二 乗 法 を適 用 してL"に お け るパ ラ

メー タ ー とy、tの 推 定 値y'、tを決定 し,次 に鯉 のYltの ところへyノ ・tを代 入 し・

既 決 変 数 と同様 に取 り扱 い,こ れ に対 して も最 小 二 乗 法 を適 用 して パ ラメ ー タ

並 び にyPtの 推 定値y/2tを 導 く。次 い で,y,itとy,2tを ㈲ のylt・Y2tに それ ぞ れ

代 入 して,前 と同様 な手 続 をふ め ば よい 。 この様 な逐 次 解 の 求 め られ る必 要 充

分 条件 は,内 生 変 数 の係 数 の作 る行 列 が三 角 行 列 を構 成 す る こ とで あ る。

す な わ ち

(i∵=ll:)
この行 列式 の値 は1と な る。

上 述 の逐 次 モデ ル にお い て は,説 明変 数 と誤 差 項 とが相 互 に独 立 で あ る限 り

不 偏 一 致推 定 値 を与 え る。この独 立 性 の条 件 が くず れ る場 合 はど うで あろ うか。

これ は前節 での 構 造 方程 式 体 系 よ りす る単 一方 程 式 へ の直 接 的 な最 小 二 乗 法 の

適 用 に対 す る批判 へ の一 つ の回 答 を構 成 す る。

yは 次 の 関係 に よつ て表 わ ぎれ る もの としよ う。

06)y==β1×1-1・ 一β2×2+・ 。・…+βbXb+U*。

誤 差 項u*は,小 さな標 準 偏差,例 え ば,σ(u)≦ θ1(θ 、は定 数)を もち,

X・・X2・・…,Xhと は小 さ な 相 関係 数,例 え ば,r(U・,X,S≦ θ2'a(U)a(Xi)

(θ2は 定 数)を もつ てい る もの とす る。

そ うす る と,最 小 二乗 回 帰

α7)y;blxユ 十b2x2十 一■■… 十bhx、 、十u

にお け る回 帰係 数biはC16)の 真 の値 β,に,小 さい オ ーダrθ1θ2の 範 囲 内 で 近

ら
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似 す る。 す なわ ち

CE8]lb,一 βil≦c・ θ、θ2,(i=1,2プ ・…h)

但 し,Gはu'*に 依 存 しない 。 これ を言葉 で表 現 す るな らば,残 差 が小 さ く・

附 加 され る変 数 が他 の説 明変数 とほん の僅 か の相 関 しか もた ない な らば ・ この

二 つ の条件 は相 互 に補強 的 に作 用 し,規 定 の誤差 を よ り小 さ な オ ーダ ーの限 界
　ラ

内 に と ズめ る。 これ は 最 小 二乗 回帰 に対 す るproximitytheorem或 はrob。

ustneSStheoremと 呼 ばれ る もので あ る。 われ わ れ は,説 明変 数 を適 切 に選

択 す る こ とに よ り,残 差 の分 散 を適 当 に小 さ くで き,ま た残 差 と説 明変数 の相

関 を適 当 に小 さ くで き るの で,非 実 験 デ ー タ を取 り扱 つ て最小 二乗 法 を適 用 し

て も安 全 な場 合 が 多い こ とが この定 理 に よつ て保証 され る。

ま た相互 依 存 関係 式 一 一構造 方程 式 一 に よ る接 近 に対 し,特 に モデ ル の オ

ペ レー シ ヨ ンナ ル な意 義 に関 し,若 干 の あい まい な点 が あ る とす る。 そ のパ ラ

メー タ ーが推 定 され た として も,そ の モデ ル につ い て どの様 な応 用 が な され得

るか?体 系 中 の一 関係 式 は他 の変 数 を用 い て の一 変 数 の推 定 に 用 い られ得 るか

?こ の様 な疑 問 を投 げ か け た後 ・彼 は ・ そ の様 な接 近法 は 「説 明過 多」 に陥 る.

可能 性 の あ る こ とを指 揖 す る。 これ が起 る場 合 ・ それ は ・相 互 依 存 体 系 の パ テ

メ ー ター は,概 して,同 じ現 象 に対 す る因果 的 モデ ル に お ける よ り も絶対 値 が
　ヨ　

よ り大 きい こ とを意 味 す る。

7

,

3節 で若干触れたが,理 論的 モデル として逐次体系 を とるか,或 は構造方程

式体系 を とるか,と い う周題 は一般的抽象的 な段階で の論議 で 何人 を も承服せ
●

しめ る様 な結論 は出 ないで あろ う。 それ に対 応 して,前 提条件 の実際 あ場 にお

け る吟味 を経 な くては最小二乗 法が よいか最尤法が よいかの結論 も下 す こ とは

12)こ れ はH.Wold(1953)の 定 理12.1.3及 び12.3.2--4.の 結 果 と して 導 出 され

る 。説 明 変 数1個 の 場 合 に っ い てみ る と

b・一 幾 嘉 一 Σx1Σ曽,x1+u*)-P・+… 謬 一β1偏 ・寄

こ れ に 上 の 条 件 を 入 れ れ ば(18)に 対 応 す る 結 果 が 得 られ る 。'

13)例 え ば,C.Hildreth&F.GJarrett,AStatisticαlStudyofLivestock 、

ProductionαndMarketing,1955,p.115参 照 。
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で きない で あろ う。

実 際 目的 か らして,一 部 が逐 次 的 で一 部 が連 立方 程 式 的 な混 合 モデ ル を構 成
　の

す る場合 も見 られ る。 これは,計 算 の簡単化 のため もあるが,基 本的 には最尤

法 によ る同時推定 のための仮定が実際 に満 たされ ない ことが 原因 してい る。す
■

なわ ち,こ の場 合 三 本 の方程 式 か らな る連立 方 程 式体 系 を考 えてい るので あ る

が,三 本 の方 程 式 を同時 推 定 す るた め に は,誤 差項 が ランダ ムで あ る こ とが必

要で あ る。 しか し実際 に は四半 期 別 のデ ー タの場 合,こ の仮 定 は 妥 当 しない の

で あ る。 この困 難 を回避 す るた め に完 全 逐 次 モデ ル と今 述 べ た混 合 モデ ル の二

つ の モデ ル を構 成 して分 析 を行 つ てい る。

ま7こC.HildrethとF.G.Tarrettは,家 畜類 の生 産 及 び マ ーケ 。テ ィング

につい て統 計 的研 究 を な したが,彼 等 の接 近 法 は,基 本 的 にはCowlesCom-

mission、 流 の連立 方 程 式 接 近 で あ り,パ ラメー ター の推定 に関 して制 限情 報 推

定 値 を求 め,そ れ との比 較 にお い て最 小 二 乗 推 定値 を それぞ れ 求 め てい る。 と
ヱら　

ころで この覚書 に関連 して,次 の様 な救述 は興 味の あ るものであ る。

「もしある方程式 が同時内生変数1個 と数個の既決変数 を含 み,そ してその
●

同時内生変数が最小二乗 法を適用す る場合 に従属変数 ζ考 え られるな らば・ そ

の時 は最小 二乗法 と制限情報方式 は,そ れ らが導出 きれ る仮定か らして,同 じ

もの とな る。 もしあ る方程式 が数個 の同時内生変数 を含 むな らば,こ れ らめ中

の一 つ を除い た他のすべ ては,最 小二乗法 の適 用 に当つ て独立変数 とみ なされ

なけれ ばな らない 。……

この仮定が正 当化 され ない程 度 に,係 数 の最小二 乗推定値 及 び それ らの計算

され た標準誤差 は附加的 な偏 りを含 む。 しか し,も し最小二乗法 の仮定が近似

'的に正 しければ
,最 小二乗推定値 の よ り大 な る敷率の方 が それよ りも重要で あ

り得 るで あろ う。 ・・…・農業商品 を含 む多 くの関係式 に対 しては,最 小二乗法の

仮定 は充分 に実 際的で ある とい うことは,し ばしば主張 されて きた ことで あ る。

この様 な理 由 によ り,ま た制 限情報推定値の小標本 での性質 については 殆ん ど

14)例 え ば,H.Barger&L.R.Klein,「AQuarterlyModelfortheunitedstates

Ec・n・my」,∫ ・urnal・ftheAmeriCanStatisticaZASS・ciati・n・

Vol.49,No.267,1954,PP.413-・437参 照 。

15)c.Hildreth&F.G.Jarrett,ibid.,P,70-71・

(
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知 られ ていないために,両 方 の方 式 を用 いて係数 を推定 す ることカ㍉ 本研究 に

おいては望 ま しい様 に思 われ セ。」

e

b




