
要素間に先行順位をもつシステムの配置問題

正員 加地 太一 (小樽商科大学)l
正員 大内 東 (北海道大学)

As signmentProblemfわrSystemwithPrecedenceRelationamongElements

TaiChiKaji,Member(OtaruUniversityofCommerce),AmmaOhuchi,Member(HokkaidoUniversity)

Wethinkabouttheproblemtoasslgntheelementstoanorderedsequenceofstationssuchthattheprecedence

relationsaresatisfied.Atthistime,weobtainthebestevaluationvaluedecidedunderacertainconstrainedcondition

totheasslgnment,Thiskindofproblemincludesthelinebalancingproblemetc.Inaddition,thisproblemcanadjust

tovariousproblemsbychangingconstrainedconditionandobjectivefunction.Theseproblemscanbeshownasa

problemforsequentialpartitionsofthenodesofadirectedacyclicgraphintosubsets.Weespeciallyconsider

problemfor点ndingaminimumtotalcostofthecutedgeundertherestrictionofthesizeofblock.

Inthispaper,weproposethegeneralframeworkforsequentialpartitionsofdirectedacyclicgraphs.Andwe

describeanefficientalgorithmthatcanbeusedtoreducecomputationalrequlrementSand,possiblystorage.We

estimatethatcomplexityofthealgorithmisthepolynomialorder,ifstructureofdirectedacyclicgraphsisnear

parallel.

キーワー ド:配置開題､系列分割､動的計画法､無閉路有向グラフ､先行順位

1.はじめに

先行順位のある要素をその先行順位の制限を無視するこ

となく､いくつかのグループに配置する問題を考える｡こ

のとき､各グループに課せられた制約条件のもとで､最良

の評価値をもつ配置を求めるものとする｡典型的な事例と

してライン･バランシングの問題(I),(4)､工場配置の問題など

がある｡例えば､ライン･バランシングの問題は先行順位

の制限を無視せずに､要素作業を作業ステーションの数が

最小になるように各作業ステーションに割り当てることで

あり､工場配置問題では工程の先行順位を無視することな

く各工場間の中間製品の全移動コス トの最小化を達成する

配置を求めるOこの種の問題は各グループに課せられた制

約条件､配置の評価関数などを変えることにより､種々の

配置問題に適応させることが可能である｡これらの問題は

すべて無閉路有向グラフの頂点を先行順位の関係を無視せ

ずに各成分に配置する基本的分割問題の範噂に属するもの

と考えられる｡この基本的分割問題を系列分割問題(2)と言う

ことにする｡

本論文では､系列分割問題の一般的定式化と､その実例

として無閉路有向グラフを系列分割するときに生ずるカッ

ト エッジのコストの総和を最小化する問題を取り扱う｡

今後､この間題を "総カット値を最小化する系列分割問題"

と呼ぶ｡その事例として､次のような問題が考えられる｡

先行順位を持ついくつかの生産プロセスからなるシステム
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を考える｡各要素プロセスは､その先行プロセスの生産物

を入力としそ受け取り生産活動を行い､その産出物をそれ

を必要とする後続プロセスに渡す｡また､各プロセスは生

産活動のために一定の資源量を必要とするが､1ステーシ

ョンあたり使用できる資源量は定まっているとする｡中間

製品の移動には各ステーション間で､ある輸送コス トを必

要とするが､同一ステーション内の輸送コス トは無視でき

るものとする｡このとき､各生産プロセスを輸送コス トの

総和が最小になるように､先行順位の制限を無視せずに､

ステーションごとに利用可能な資源量の範囲内で各ステー

ションに配置する問題が挙げられる｡

本論文では､上記の問題に対する解を与えることを目標

に､まず単一の入口と出口を持つ無閉路有向グラフD(V,E)

に対して､系列を保持する部分グラフ､頂点集合γの切断､

Fの互いに索な部分集合の切断による分離などの定義と記

法を説明し､系列分割の概念を導入する｡さらに､任意の

系列分割が切断の鎖によって一意に定まることを示すO次

に第3章では単一の入口と出口を持つ無閉路有向グラフの

各頂点に重み､各辺にコス トを付与したネットワークを構

成することによって総カット値を最小化する系列分割問題

を考察するOさらに､問題の定式化を容易にするために､

分割を一意に表す切断決定子を導入し､切断の鎖を切断決

定子列で一意に表現するoまた､評価関数を定義し問題の

定式化を行う｡さらに､第4章では､すべての切断を決定

するために切断を表す切断決定子を節点とする木を生成す
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る｡このための分枝規則を与える基本操作について述べ､

基本操作を高速に実現するための関数を導入する｡次に無

駄のない探索方法を実現するために木を縮約し既約グラフ

とする｡この既約グラフ上で動的計画法にもとづき､この

間題の性質を加味した最適化算法を構成する｡最後に第5

章では細分化禁止則による効果を示し､さらに並列に近い

構造のグラフに対して､算法の計算量が多項式オーダーに

なることと､中間エッジの挿入がこの計算量の負担を軽減

することについて述べる｡

2.無閉路有向グラフの系列分割

先行順位をもつシステムをその先行順位を考慮して配置

する問題はシステムの要素を頂点､その先行順位を有向辺

で表す無閉路有向グラフD(V,E)上での先行順位を保持し

た分割と考えられる｡

単-の入口と出口を持つ無閉路有向グラフD(V,E)が与

えられたとき､βの有向辺が定める㌢上の関係の反射的かつ

推移的な閉包をとって得られる順序関係をまとする｡順序関
係まはDが無閉路であることから反対称性をみたし､半順序

関係となる｡このようにして､βから得られる半順序集合を

(V,i)で表すOまた､viuかつV*uをV<uで表す｡

定義 1, 空でない部分集%A⊂Vから誘導されたく5)Dの部

分グラフをZ)(A)で表す｡ク(A)の任意の2点を結ぶD内の有

向路がすべてか(A)の有向路となるとき､ク(A)は系列を保

壁土ゑDの部分グラフであるというO

補環1.ク(A)が系列を保持するDの部分グラフであると
き､ク(A)から導かれる半順序関係iAを£4に制限されたDの

半順序関係iに等しく､(A,i)≡(A,iA)となる｡

澄轟2. Vの部分集%Aが､AcxAから選んだ2元対(x,y)

に関して､xとyがiにおいて比較可能ならば常にx<yが成立

するとき､p=(Ac,A)をAによって定まるVの史堕という｡

そして､Aをこの切断の上組､Acを下組という｡

定番3.2つの切断(Ac,A),(Bc,B)に対してA⊇Bが成立

す る とき､(Ac,A)は(Bc,B)の前 に あ る といい ､

(Ac,A)<=(Bc,B)で表すoまたA⊃Bのとき､真に前にある

といい(Ac,A)'<≠(Bc,B)で示す.

定義4. Vの互いに素な部分集合XとYがそれぞれVのあ

る切断の下組と上組に含まれるならば､XとYは切断により

盆匪されるといい､XEYで表す｡XとYについてXJYまたは

YIXが成り立つとき､XとYは分離可能であるという｡

XIYは定性的には '̀xがYより前にある"ことを､また方とY

を結ぶ辺が存在するときには "それらの辺はすべて同じ向

きをもつ"ことを意味している｡ここで､無閉路有向グラ

フの系列分割を次の様に定義する｡

定義5. D(V,E)の頂点集合vn分割〈Vl,V2,… ,Vk)が

その任意の成分集合V‥VJに対し､i<jのときV‖VJが成

立し､かつVIV2l.‥ lVkを満たすように並べることができ

るとき､この分割をD(V,E)の系列分割という｡
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図1 無閉路有向グラフの系列分割

Fig.1.Sequentialpartitionsofadirectedacyelicgraph.

このとき､各分割成分V,は系列保持の性質をもつ.図1は

無閉路有向グラフの系列分割の一例であり､切断を破線で

表し､その右側が上組､左側が下組となることを示すQ

系列分割VllV2l.‥lVkが与えられたとき､各成分集合V,に

上組A,=VuVLlU-UVk､下組4C=VIUV2∪･-UFLlか
らなる切断jL,=(A∴A,)を対応づけると､Ai⊇Ai.tが成り

立つことより､関係 "<≠"に関する切断の列

pl<≠p2<≠-<≠FLk - - ･(1)

が得られる｡このような引き続く2つの切断仲,〝… が常に

関係<≠で結ばれている切断の単調列のことを切断の鎖と

呼ぶ｡逆に､切断の鎖(I)が与えられたとき､隣り合う切断

の上組をそれぞれA-,A..tとして､V,=A,-A… を求める

と､系列分割VllV2I...lVkが定まるO以上のように､無閉路
有向グラフの系列分割と切断の鎖は一対一に対応しており､

任意の系列分割は切断の鎖によって一意に定まる0

3.総カット値を最小化する系列分割問題の定式
化

総カット値を最小化する系列分割問題で考えるネットワ

ークは､多重辺をもたない単一の入口と出口を持つn個の頂

点からなる無閉路有向グラフD(V,E)であり､すべての頂点

V∈Vには重みW(V)_が､各有向辺(vl,V2)∈別 こはコス ト

C(vl,V2)が付与されているOこれらの値は任意のV∈Vおよ

び(vl,V2)∈Eについて､各々条件0<W(V)≦B,C(vl,V2)≧0

を満たす整数であり､また別まブロックサイズと呼ばれる問

題に固有な正の整数である｡

無閉路有向グラフD(V,E)から導かれる半順序集合

(V,i)の切断をjJ=(Ac,A)とするとき､Aに制限した半順序

集合(A,i)の極小元の集合を切断pの切断決定子Yと呼ぶO

このように､切断が与えられたとき切断決定子Yは一意に定

まり､逆に､γが与えられたとき､A-∪(vEvtu)とするこ〟∈′
とによって切断(Ac,A)が復元でき､切断と切断決定子の関

係は1対 1であるOそれゆえ､切断の鎖iLl,jL2,…,jLkは切

断決定子の列rl,Y2,-,rkによって表現できるOまた､この
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鎖から生成される系列分割の成分集合の一つをViとすると

き､それから誘導されるDの部分グラフか(V.)をブロックと

呼ぶOこの切断の鎖で1'<Jのとき､FL,,FLjの上組集合A,,AJ.

の差集合ArAJを記号【Y.,rJ)で表す｡この記法によれば､

V. I ly.,Y,.I)と書ける｡また､V,に属するすべての頂点V

の重みW(V)の総和 lly,,Y汁-)巨 ∑ W(V)をブロック長
V∈Vl

というO-方､どのブロックにも属さないDの辺の集合をカ

ット･セットという｡カット･セットに属する辺のコス ト

の総和は k-I
fc(Y一,y2,-,Yk) -∑ C(yHy汁l) ･(2)i=]
と書き表すことができる｡ここで､C(Y,･,yHl)は切断決定

子Y,の後ろにY,十lを置いたときの増分コス トと呼ばれる畳

であり､始点がV-の中にあり､終点村 >iをみたすVJの中に

あるすべてのカット辺のコストの総和を表している｡

C(Y"Y汁1) - ∑ C(V,u)
y∈【yL,r1.i),
u∈P

‥ .(3)

ここで､p-V..lU‥.UVkである｡

以上より､カット値の総和を最小にする系列分割問題は

ブロック長がブロックサイズBを越えないという制約のも

とで､カット･セットに属する辺のコス トの総和を最小に

する系列分割を求める問題であり､制約条件Hy.,r汁′)匡B

を満たすすべての切断決定子列の集合の上で､目的関数

fc(yl,Y2,-,Yk)を最小化する問題として定式化される.

4.算法構成

本草では切断の鎖の生成過程を可能解に至る部分解の列

挙のプロセスと考えて､すべての切断からなる構造木を構

成し､これより同一の切断決定子が重複しない締約した既

約グラフを導出する｡この上で問題固有の性質を取り入れ

た動的計画法による算法について論じる｡まず､本章で用

いる記号等について述べる｡

点Vを終点 (始点)とする辺(u,V)(辺(V,u))をVの流入辺 (流

出辺)と呼ぶ｡Vの切断をJj=(Ac,A)とすると､点V∈Aに対

してDでのVの入り次数をd~(V)で､Acに始点をもつV-の

流入辺の個数をd~p(V)で表す｡d-〟(V)>0を満たす点VをA

の重畳基といい､その集合を∂A=(vtv∈A,d-メ(V)>0)とす

るOまた､A-∂AをAの内点の集合という｡Aを定義域とす

る関数hp(V)-d~(V)-d-p(V)を定義するoその値は上組に

始点をもつV-の流入辺の個数を表すO半順序集合(A,i)の

極′ト元Vは毎 (V)=0を満たす点であり､切断決定子は定義よ

りY=(vlv∈A,h〃(V)=0)と書き表されるoAと∂AおよびY

の間には包含関係Y⊆∂A⊆Aが成立する｡また､境界条件に

関する記述の統-性とプログラムの便宜上､入口の前にダ

ミーの頂点を一個加え､切断phl-(V,a)を表すyk.1を切

断決定子列の末尾に常に加えるO

く4.1〉切断決定子の生成
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切断JJ=(Ac,A)に対応する切断決定子をYとするOこのと

き､下組Acの頂点数をFLまたはYの上空ヱヒと呼ぶo前後関係

<=についてJJより後にあり､かつレベルが1だけ大である

ような切断をFL'とするoFL'は(A,i)の極小元の一つを選び､
それを下組A cに移すことによって得られる｡すなわち､V∈Y

をピボットとして選び､

A'=A-(V) ,･(4)

と置けば､

pl=((A')C,A') - ･- (5)

となる｡この操作をVをピボットとする切断JJに対する基杢

連盟というO(A,i)において､ピボットVを始点とするすべ

ての辺の終点の集合をWとするOすなわち､V<uであるが

V<x<uをみたすxが存在しないことをV《uで表すと､Wは
次のように書ける｡

W=(ulu∈A,V《u) ･(6)

基本操作を行うと関数hp()は定義域をA'とする関数hp,()
として新たに定義され､

u∈A'-Wのとき､hp,(u)=hFL(u)

ueWのとき､hp･(u)-h/I(u卜 1 ･(7)

となる｡

補題2.切断FLのレベルが1以上ならば､次式が成り立つ｡

Y-(wlw∈∂A,hp(W)=0〉

証明 : CA⊆Aより､Y-(wtw∈A,hp(W)=0〉⊇ (wlw∈

∂A,hp(W)-0)であるO逆にV∈Yとすればhp(V)-0であり､

またDが単一の入口を持ち､FLのレベルが1以上であること

から､d~(V)>0が成立し､d～IL(V)-d~(V)>0となるOこれ

から､V∈∂Aが導かれ､逆の包含関係が満たされるO ロ
この補題と､関係γ⊆∂A⊆Aから､(A,i)および(∂A,i)

の極小元集合はYと一致する｡次に基本操作により変換され

た境界点の集合と切断決定子は以下の2つの定理によって

導かれる｡

定理1. Vをピボットとする切断〟に対する基本操作によ

り､FLが〆に変換されるとき､∂Aは∂A'-(∂A｣ V))uW

に変換される｡

証明 : まず､∂A'⊇(∂A｣ V))uWを示すO右辺を次の

ように互いに素な部分集合に分けるO

(∂A｣ V))uW-((∂A｣ V)卜W)uW

u∈(∂A｣ vi)-Wのとき､基本操作でピボットVを下線に

移しても､点〟-の下組からの流入辺の個数は変わらない､

それゆえd-p,(u)=d-p(u)>0となる.また､u∈Wのときu

- の流入辺 と して(V,〟)が 常 に存 在 す るの で ､

d~V･(u),_1>0となるOいずれにしてもuは∂A'に含まれるo
逆に､∂A'⊆ (∂A-(V))uWを示す｡ "u∈∂A'に対して､

ug(∂A-〈V))UW "と仮定すると､この仮定は "u∈A-

(V)かつdー〃,(u)>0に対して､u卓(∂A-tv))かつu宅W "

と書き直されるo u∈A-(V)と〟卓(∂A-tv))からu∈A-

∂Aとなり､d~〟(u)-0が導かれるOまたu度肝であるから､

dpp,(u)=d-p(u)=0であり､dーp,(u)>0に矛盾するO ロ

この定理1と上記の(7)式から､γをピボットとする基本操

作により〟がJilに変換されるとき､hp()の定義域をAから
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♂Aに縮小して得られる制限関数hy(u)I∂Aは次の(8)式で

与えられるhp･(u)l∂A'に変換されることを容易に示すこ

とができる｡

u∈(∂A-(V)卜Wに対して､hp･(u)E♂A'-hp(u)l♂A

u∈Wのときは

u∈∂Aならば､hp･(u)l∂A'-hp(u)l∂A-i

u∈A-3Aならば､hp･(u)E∂A'-d-(u)-I

.(8)

ここで､ pの上組からの流入辺の個数が1であるWの点

の集合W'を

W =(ulu∈W,h〃(u)-i) ･(9)

と定義すると､次の定理が成立する｡

定理2. Ⅴをピボットとする切断〃に対する基本操作によ

り〟が〆 に変換されるとき､γがγ'に変換されるならば､

r'=(ulu∈A',hF,,(u)-0〉

-(ulu∈∂A',hp,(u)-0) ･(10)

-(Y-(V))UW'
となる｡

証明 : 定理1で与えられた式の右辺を次のように互いに

素な集合に分ける｡

∂A'-(∂A｣ V))UW
=((∂A-(V)ト W)uW

ここで､関数hp()の変換式(7)と補潜2を用いると次の計算
式が成り立つO

(ulu∈∂A',hp,(u)-0)

-(uEu∈(∂A｣ V))-W,hp･(u)-0〉

Uiulu∈W,h/J･(u)=0)

-(uEu∈(∂A-(V))-W,hp(u)-0)

∪〈ulu∈W,hp(u)-1〉

-(r-〈vi)uW+ 口

(10)式より､∂Aに制限した情報とそれに対応する関数

h〟()を表す情報のみを持つことによって､r'はYから､Vか

らの出次数に線形な計算負担で計算可能である｡また∂A

をもっことによりコス ト計算も効果的に行うことが可能に

なる｡

次に､すべての切断を決定するために切断を節点とする

木を生成する｡切断〟に対応する切断決定子γの点γをピボ

ットとして基本操作を行うと､γの選択に応じて､1レベル

高い切断JLJ,IL2,…,FL,が作り出されるOこれらを親節点pを

展開して得られる子節点と考える｡親から子-の展開操作

を繰り返すと高さ〃+1の多分岐平衡木γが生成できる｡ただ

し､nは頂点数である.図3に図2のグラフから作られた木

Tを示す.ここでは切断のかわりに切断決定子によって節点

を表しているOこの木の葉節点はレベル値がnの切断(V,G5)

を表しており､また各節点にその節点を得るために用いた

ピボットをラベルとして付けると､根から薬に至る経路上

の節点のピボットの列は頂点集合Vのある特定の一列化に

対応する｡

く4.2〉 既約グラフの生成
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図2 無閉路有向グラフ

Fig.2.Adirectedacyclicgraph.

ll)

l
(2,3) 1

// 〈＼- -＼
(3) 2 (2,5j3
/ /へ＼(4､5)3 (4､5)2 (2】5
///＼ /へ ＼
(5)4 (415 1514 (4)5 t4)2
1 1 E i I
(6) 5 (61 4 (6)5 (6)4 (6)4

よ 6 よ 6 占 6 占6 占 6

図3 すべての切断決定子を生成する多分岐平衡木

Figl3･Multiwaybalancedtreethatproduceallcutgenerators･

上で述べた切断を節点

とする木Tでは､同じ切

断が多数重複して生成さ

れる｡しかし､同一の切

1

l

(2､3)

断を根とする部分木はす / ＼＼､
べて同じ構造を持つので､ (3) (2､5)
これらを重ねて一つの節

点とし､既約グラフとし

て表現できる｡図4に図

3に対する既約グラフを

示す｡既約グラフは､辺

の向きが基本操作におけ

る親から子-の向きであ

り､入口と出口がそれぞ

れ1個で､ レベル間隔1

のレベル構造を持つ無閉

路有向グラフである｡

もとの木Tで同じ切断を

表わす節点はすべて同じ深

さのレベル上にあるので､

横型展開法を用いて効率良

臼電5i"i4､5) (2)
1､一＼1､1
〈5) (4)
iiZl 電 i
f6)

占
図4 すべての切断決定子を

含む既約グラフ

Fig.4.Reducedgraphof

cutgenerators･

く既約グラフを生成することができる｡この横型展開法に



基づく算法を図5に示す｡この算法では､表現するのに多

くのデータ量を必要とする切断を直接使う代わりに､より

少ないデータ量で表現できる切断決定子を用いて節点を表

わしている.こ甲とき､計算過程で生成された各節点にそ

の下組の頂点の重さの累積値を､親節点のピボットの重さ

を漸化的に加算していくことによって求め､それを記憶し

ておく｡また横型展開の過程を制御するために､レベル値

をキーとする優先順位待ち行列をオープンリス トOpenList

として構成する｡この算法の第5行 一一αをピボットとして

yLからrgを生成する一一､第7行の1-rg∈OpenListを判断する1'
という二つの換作を効率良く実行することはプログラム実

装上重要である｡前者による計算負担の総量は前章の議論

より無閉路有向グラフのエッジ数に比例する｡後者の

OpemListの判断については､次のようなopenList上での節

点の分布の性質を利用して効率的な判断が可能である｡横

型展開の構成法より､OpenList上で各活性化節点はレベル

借について常に昇順に並び､現在のytから生成されたygと同

レベルの切断決定子はOpenListの末尾に連続的にまとまっ

て存在する性質を利用すると､yg∈OpenListの判断は

Ope止istを末尾から見ていくことによって効率的に行うこ

1: OpenList:=γ6;

2: Wh ile(OpenList≠¢)begin

3: "OpenListの先頭要素γtを取り出す川;

4: for(α∈γt)begin

5: 一一αをピボットとしてγtからγEを生成する一一;

6: '-γgからγt-のポインタを確保する一一;

7: if(not(γ冒∈ OpenList))

8: .Iγ官をOpenListの末尾に加える-I;

end

図5 既約グラフを生成する算法

Fig.5,An algorithmofproductionforreducedgraph

ofcutgenerators.

I: f(γS)=0;

2: while(E2≠め)begin

3: ME2の先頭要素γ1を取り出す.I;

4: f(γ1)=minif(γ))+C(γ】,γ1)),･
rJ

5: "γ1から最小値を与えるγ】-のポインター

を確保する";

6: end;

図6 動的計画法による算法

Figl6･An algorithmusingdynamicprograrrmmg･
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とができる｡さらに､この性質を積極的に利用してより効

率のよい判断も可能である｡たとえば､ハッシュ法等を用

いて計算効率を0(1)まで滅ずることが可能である｡

(4.3〉既約グラフ上の最適化算法
切断(6,,V)をpsとおき､切断の単調列FIs<=...-<=JL,に
対応する切断決定子の列(ys,.-,yi)を系列分割問題の部分

解と考える｡最初の要素がrs､最後の要素がY,であるような

すべての可能部分解くys‥-,Y.)の集合を三(Y,)で表す｡ここ

で､部分解くys,-,yi)は既約グラフ上で､節点ysを入口と

し節点Y.を出口とする部分グラフの-つの系列分割を与え

る.部分解くys‥..,刀,-,ri)が三(Y,)の中での最小コス トを

実現するならば､部分解くrs,-,yj)が同時に三(yj)の中での

最小コス トを実現しなければならない｡すなわち､最適性

の原理が成立する｡したがって､三(Y,)を状態と考えた動的

計画法､もしくは最適性の原理を取り入れた分枝限定法

(3)I(6)I(7)によって効率のよい厳密解法を構築することができ

る｡

図6に動的計画法による算法を示す｡この算法に従い､

順次最良部分解を確定していくことによって最適解が求ま

る.ここpCf(Y,)は三(Y.)に属する部分解の最小コス トを示す

関数であり､またE3は既約グラフ上でレベルの小さい順に並

べた(同レベル間においでは順不同)切断決定子のリス トを

表現するものであり､既約グラフより容易に取り出せる｡

このとき､第4行のrJ(<=Y,)に関する最小値は､既約グラ

フ上で親節点を辿ることによって得られる節点y-から根rs

に至るすべての経路上でElrJ,Y,)匡別こより制約された範囲

内で計算するOすなわちY,とylのすでに既知である､それぞ

れの頂点に付与した "下組の頂点の重さの累積値''の差が

Bを越えない範囲内で､節点Y,tを出発点として縦型グラフ探

索などを用い探索することとなるOプログラム全体の流れ

では､既約グラフの切断決定子を表す各頂点に(y3,.-,Y.)

を表す部分解を割付け､根よりレベル順にf(yL)を確定して

いく｡無閉路有向グラフの出口を表す最後の切断決定子

rk.1が確定されたなら､最適解のコス トが求り､計算過程

で定めたポインターを逆順に辿ることによって最適解の切

断決定子列による分割が求まる｡

また､増分コストの定義式は(3)式であるが､この定義式

を以下の漸化式で代替し､図6の第4行の計算過程で漸化

的に使用することによって､計算効率を上げることが可能

である｡ピボットをVとする基本操作により切断決定子わが

扉 こ後退したとき､増分コス トC(Y.,rm)は次式のように書

ける｡

C(Y"rm)-C(r"Y,)･ ∑C(V,t)- ∑ C(S,V)E∈【rm,yhl) 吋yL,YJ)
.(ll)

ここで､ ∑C(V,t)はピボットⅤからの流出辺の総コスt∈【y,n,yk.I)
トであり､ ∑ C(S,V)は 【Y･,yJ)内の要素を始点とするピ
sElyl,yj)

ポットV-の流入辺の総コス トである｡また､ 【Y.,rJ)内の

T.IヒEJapan,VoLllトC.No･2,'97



先行順位をもつシステムの配置問題

頂点の認識は､無閉路有向グラフの隣接

行列の推移的閉包を始めに一度求めて

おくことによって容易に実現できる｡こ

れによって､(ll)式または定義式(3)にお

いても効果的な計算が可能となり､その

計算の総量はエッジ数に比例する(2)0

また､全カット値を最小化する本間腰

では､以下に述べるように図6の4行目

の計算式における最小値を求める過程

で制約として､細分化禁止則(7)を組み込

むことによって計算効率の向上が可能

である｡すなわち､部分解を表す単調増

大な切断決定子列

rl,r2,･･･,YL,rJ,rm
に対して制約式

表1 頂点数に対しての細分化禁止則の評価 (ブロックサイズ-10)

Tablel･Resultsofexperimentsfornumberofnodesbyruleofprohibition

of partitioning.

頂 点 数 100 150 200 250 300 350 400

全 最 小 値 探 索 数 57027 105591162242265119281770371671598996

表2 ブロックサイズに対しての細分化禁止則の評価 (頂点数-100)

Table2.Resultsofexperhnentsforblocksizebyruleofprohibitionofpartitioning.

ily.,ym)lS;B
が満たされるならば､この部分解より､rJを無視した
Yl,r2,I-,Yz,Ym

に対応する部分解のコス トが低い｡したがって､はじめの

分割を考慮する必要はない｡これを細分化禁止則という｡

この規則を取り入れることによって漸近的計算量は等しい

が探索空間の実際の絞り込みによって最適化の計算の負担

を軽減する算法を構成する｡

5.並列グラフに対する算法の特性評価

本算法の計算量に寄与する主な要因は既約グラフの生成

と､そのグラフを利用した最適解の導出過程である｡両過

程における計算量は切断決定子の生成数に大きく依存する｡

したがって､この切断決定子の生成数に着目し考察する｡

ここで着目する切断決定子数は無閉路有向グラフの構造に

よって大きく影響され､理論的に切断決定子の生成数を求

めることは困難である｡しかし､無閉路有向グラフをある

特定な構造に限定することによって推定は可能である｡-

図7 2並列なグラフ

Fig･7･Digraphofonly2paths.

図8 中間エッジをもつ2並列なグラフ

Fig･8･Digraphofonly2pathswithcrossingedges･
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図9 頂点数と切断決定子数

graphl:中間エッジがない2並列グラフ

graph2:中間エッジをもつ2並列グラフ

Fig.9.Numberofnodesvs.ntunberofcutgenerators.

例として単一の入口と出口を持っm並列な構造をもち､並列

線路間の接続辺 (中間エッジ)が存在しないグラフ(図7参

照)を対象として考察する｡

まず､このとき切断決定子の要素数回 は並列数m以下とな

り､また前章で述べたェッジ数に比例する計算の負担は

高々0(n2)で､考えられる切断決定子数以下であることを考

慮すると､既約グラフの生成過程においては4.2章で述

べた構成により､その計算量は切断決定子数に比例する｡

次に､既約グラフを利用した最適解の導出過程では無閉路

有向グラフが並列構造を持つことによって､図6の4行目

の計算過程のある段における最小値探索の数はブロックサ

イXBのみに依存した定数以下となり､Bが定数であること

より同様にその計算量は切断決定子数に比例するOすなわ



ち､本算法の全体の計算量は切断決定子数に比例する｡こ

のとき､切断決定子数は組合せ的考察によりnmに比例する

敬(2並列の場合は正確に〃2/4+2を越えることはない)とな

るoLたがって､その計算量は0(nm)と考えられ､多項式

的増大を示す｡さらに並列線路間に接続辺が存在する場合､

切断決定子数が減少し計算量の負担はさらに減少する傾向

が示せる｡特に､入口に近い中間エッジは大きな減少をも

たらす｡図8に示すような中間エッジが頂点数の10%の割合

でランダムに生成する2並列グラフに対して数倍実験を試

みた結果､切断決定子数の40から65%の減少が見られた｡図

9に示すように中間エッジが存在しない場合0(n2)となる

のに対して上記の多数の数値実験の平均値は0(n-58)の特

性を示している｡

また､細分化禁止則による候補者の絞り込みが最適解の

導出過程に対して非常に有効であることを確かめた｡それ

によると細分化禁止則の適用により約10%から30%の削除

効果がもたらされ､しかもこの効果はブロックサイズの増

加とともに向上する傾向が判明した｡ここでは2並列グラ

フ (中間エッジ数-0.2×頂点数)に対する一例を表1に示す｡

このときブロックサイズを10に固定し､頂点数を100から

400に変化させた場合に対して図6の4行目における最小

値探索数の総量 (全最小値探索数)と､そのうち細分化禁

止則により削除された最小値探索数を示している｡表2は頂

点数100の2並列グラフ (中間エッジ数-0.2×頂点数)でブロ

ックサイズを変化させた場合の同様な事項について表示し

ている｡これより､実質的な計算時間の軽減のために細分

化禁止則の導入が薦めるられる｡

6.おわりに

本論文では､要素が先行順位をもつシステムの系列性を

保持した群配置問題について検討している｡この間題は無

閉路有向グラフの系列分割問題として定式化することがで

き､切断の鎖や､切断決定子列の概念を用いて問題を表現

することが可能である｡一般的な系列分割問題に対する最

適化算法を構成するにあたって､全ての切断決定子とそれ

らの関係を表現する必要がある｡この関係の最少データ表

現として既約グラフを用いることができ､一方､既約グラ

フは各切断決定子の展開を基本操作によって行う横型展開

法により､効率よく形成可能であることを明らかにした｡

また､基本操作による節点の展開は本来集合計算によって

実行されるが,'集合の特性関数にあたる関数hp()f∂Aを導
入することにより計算過程を簡素化することが可能である｡

要素間に先行順位をもつシステムにおいて並列構造が認

められないとき､本来､本間題は指数的計算時間を要する

が､これに対して並列構造が顕著に認められるシステム構

造に対しては十分実用に耐える算法が実現できることを示

した｡

このような要素が先行順位関係をもつシステムの群配置

問題はコス ト関数と制約条件をそれぞれの問題の特性に合
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わせることによって､多様な問題-適応させることが可能

である｡

(平成7年 5月15日受付､同7年 11月6日再受付)
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