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北大理 佐藤 闘 (KohSato)

§1.序

次の偏微分方程式の解と､その性質を考える｡

tLt=IuCrαuBg, (i,C)∈(0,T)×(0,1)

u(t,0)-tL(i,1)=0, l∈【0,2l

u(0,37)=uo(C),uo(K)≧0,0<C<1
ただしα≧Oで､uoは滑らかであるとする｡(1･1)を見るとわかるように､これは拡散係数が転1-αの熱
方程式とも見ることができる｡つまり､uの傾きが0に近い所では非常に大きな拡散がおこることになる｡

このIuSlーαucGの項(一般にはp=2-αとしてdiv(l∇tLlP-2∇u))はp-Laplacianと呼ばれるもので､
この項を持つ放物型の偏微分方程式は1960年代の中ごろから研究が始まった｡p-Laplacian間掛 まp>2

のときと､1<p<2のときとでは性質が異なるが､今ではどちらの場合も弱解の一意性や連続性などが

分かっている｡(lEDB])｡この論文では主に1<p<2の場合を対貴にしているといえるが､この場合には

解が有限時刻で消滅すること(ヨT>Os.t.Vl≧T,u(i,C)≡0)が分かっている(tEDB】,p188)｡また､
(1.1)の両辺を微分し､V=uBとおいてx方向のスケールを適当に調節すれば､次のように表される｡

vt = (回 p-2V)∬∬, (1.4)

但しp=2-αである｡この式ではp>2のとき､(1.4)は多孔性媒体での拡散のモデルに起源を持つ

porousmedillmeqtLatioIlと呼ばれるものであり､1<p<2のときは硫界中のプラズマの拡散同産のモデ

ルのひとつであり､plasmaequatioRと呼ばれている｡ この方程式に関しては､(1･1)-(1･3)において
o<α<1にあたるとき､つまり1<p<2のときには解の連続性､Diridllet境界条件の下で解が有限時
間内に消滅すること､どのような初期データから出発しても消滅時刻の近くでは変数分離解に漸近するこ

となどがBerrymaR,Hollandらによって明らかにされている(【Bi,【BH】)｡
ここではまず§2で(1･1)-(1･3)を満たす非負の変数分弁解を求めた(得られた変数分耗解は一意ではな
い)｡前もって行なった (I一l)-(1.3)についての数値実験の結果は解が有限時間内に消滅すること､及び任

意の初期データから出発しても消滅時刻の近くでは変数分離解に漸近することを示唆するものだったが､

§2で得られた変数分離解も有限時刻で消滅することがわかった｡§3では【IS】にならって(1･1)の粘性解を
定義し､求めた変数分離解が粘性解であるかどうかについて考察する｡

§2.変数分離辞

(1･1)-(1･2)の変数分離解の存在と､その性質について考える｡

まず(1･1)の代わりに

u舟謹=u"

の C2級の変数分離解で非負のものについて考える｡すなわち

u(i,S)≡U(C)･T(i)

1これは大招 正樹氏 (北大理)との共同研究で得られた始発に基づいて審かれています.

(2･1)

(2･2)
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と表せるuで(2･1)-(I.2)を満たすものを求める｡但しU(a),T(i)は非負で C2級であるとする｡

(2.2)を(2･1)に代入し変数を分離すると､次の方程式が得られる｡

T(i)α一l･T'(i)=U(x)-1･lU'(x)｢a･U"(37)=-C (2･3)

上武でCは定数であるが､Uが非負であることと､U(o)=U(1)=0であることより､U(x)''≦0である

から､C>0である｡また正の定数βを用いて6(x):=pU(C),李(i)=β~lT(i)とするとか(x),i(i)は次
の式を満たす｡

6(x)i(i)=U(x)T(i)

fα~1(i)f'(i)=か 1(3)匿'(3:)r豆"(3:)=-β~αC.

よって､(2･3)においてC=1/αとおいても一般性を失わない｡以上のことより､次の方程式が得られる｡

T(i)a一l･TL(i)=一三

U"(x)=一夏U(E)IU'(3:)lα

となる｡ここで(2･4)は容易に解くことができ､変数分離解は次のように表される｡

u(t,g)=(l*-f)1/a･U(3)

と表せる｡ただし､ここでi*>0ほ解の消滅時刻である｡またU(37)は次の式を満たす｡

U"(C)-一三U(x)LUl(S)Iα,U(x),0,0<∬<1
U(0)=U(i)=0･

(2･7),(2･8)の解は次のようにして求めることが出来る｡

定理 2･lV(x)≧0が次の式を満たすとする｡

V,∫(T)-三V(x)(vl(x))α,
y(0)=O
V'(1/2)=0･

このときU(C)杏

U(C):=
i

V(r),

V'(x)≧0,0≦37≦1/2

0≦∬≦1/2
V(1-3),1/2<∬≦1

と定義するとU(37)は (2･7),(2･8)の対称解である｡

証明 (2.7)の両辺に(V'(3))トαをかけて0から3:まで積分し､整理すると次の式を得られる｡

V'(x)=(V'(o)2-a-CαW(x)2)ぎ去

ただし､Cα-憲 である｡ さらに(2･12)を解くとyほ次のように表される｡
V(x)=V,(o)1-号C言をW-1(V,(o)号cix).

(2･6)

(2･12)

(2･13)



101

ただし､W-1(37)は次のような単調増加関数Wの逆関数である｡

W(y):I
iy
(1"2r震 d8,0≦y≦1.

α<1のとき､上の積分はy=1のときにも収束し､その時の儀をW(1)=Ma(<∞)と表すことにする｡

(2.13)で表されるγは(2.12)の解ではあるが､(2.9),(2･10)をある区間でのみ満たし､しかもその区間は

必ずしも【0,1/2】ではない｡Vが(2･11)を満たすには､γが最大値を達成するときのCの俵を37*とすると
x.≦1/2でなければならない｡(2.13)では∬書は次のように表される｡

37.=V'(0)~α/2C言1/2Ma.

よってV'(0)を十分大き(とればC*≦1/2を満たすことが出来る｡そのようなV'(0)(一意に決まらな

い)を用いれば､(2.9)-(2.ll)の解を次のように表すことが出来る｡

･(車 〈

1
V'(o)i-号C言1/2W-1(vl(o)号C舘), o≦ど≦37.

V'(o)1-a/2Cニ1/2, 37*<3≦1/2.

さらに孟W-1(M)-0,よ｡γ,(x･)-y"(C.)-oであるから､U(x)∈C2(0,1)である｡
明らかにU(x)紘(2.7)杏(0,1/2)で満たし､かつ(2･8)をも満たす｡また､次の武

芸 y(- 3)--(i-3),芸 V(1-3)-V"(i-g)
が成り立つことよりU(x)は(2･7)杏(1/2,1)でも満たすことがわかる｡

注意 : 次の節で述べる粘性解の概念を用いると､(2･1)の変数分離解u(t,K)=U(C)･T(i)のpro丘le

U(x)は､V(x)が最大値を達成する点が3;=1/2だけであるときのみ､(1･1)-(1･3)の粘性解になることが
わかる｡

§3.敵性解

ここでは0<α< 1の ときの(1･1)の粘性解(viscositysollltiom)について､その定義と粘性解に対して成
り立つ比較定理 につ いて述べる｡粘性解とは最大値原理に基づいて定義された非線形偏微分方程式に対す
る弱解の一輝で ある｡ここでは(1･1)の解を､粘性解という弱解の一種を用いて定義する｡粘性解の定義
については 閏 の粘性解の定義を参考にした｡

まず､(1･1)をよ り一般 に空間n次元の方程式に拡張すると次の ように書ける｡

叫 -diy(Ⅰ∇urα∇u)=0 (i,3:)∈QT:=(0,T)XSl (3･1)

但し､ここでSl⊂Rnは有界領域､T>Oとする｡さらに､一皮に(3･1)の様な式を次のように表すとする｡

叫 +F(∇u,∇2u)=o (i,37)∈QT:=(0,T)xn (3.2)

ここでFはSnをn次の実対称行列全体の集合としたとき､F :Rn＼10)×Sn-Rで表される連続な関
数である｡このときFが退化楕円型であることを次のように定義する｡

定叔 3･lFが退化楕円型｢degeneraieelliptic)であるとはVp∈R78＼io),X,Y∈Snに対して

X≦Y⇒F(p,X)≧F(p,Y)

が成り立つときをいう｡
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Fが退化楕円型であるとき(3･2)の形の方程式を退化放物型方程式という｡

注麓:(3･1)紘(3･2)におけるFを

F(p,X)--1pr atracei(I-αP# )x) p∈R弘＼to),X∈Sn (3･3)

としたときの方程式である｡このときFは退化楕円型である｡

次に(3･2)の粘性解を定義する｡そのために､まずFによるC2国数の集合F(F)を定義する｡

定轟 3.2f∈C2(【O,co))がT(F)の元であるとは､

j(0)=jl(o)=f"(0)=Oandf"(r)>0,Vr>0

で､37∈Rn＼Io)に対して､

麿 謹 ∇f(柚 ∇2j(Icl))=0

を清たすときのことをいう｡

軌 (3･1)における((3･3)で表される)Ft:ついては､例えはj(r)-rl･q(ただしU,i宝 )とすると
f∈P(F)である｡

次に粘性解の定義に用いられるadmissibleなテスト関数の集合A(F)を定義する (A(F)はFに依る)｡

定蔑 3･3QT:=【0,T)XStとする｡pが admtSSibte(p∈A(F))であるとは､p∈C2(QT)で､∇p(2)=0
を満たす全ての2=(盆,わ∈QTに対して､ある6>0と､f∈ア(F),W∈C(【0,∞))で
tim,10LU(r)/r=0を満たし､かつ次の条件を満たすものが存在するときのことをいう｡

匝(3,i)-p(2)-pt(2)(l一瑚≦J(Ix一句)+W(lfJl),∀(x,i)∈B(2-,6) (3,6)

これらを用いて(3･2)の粘性解を定義する｡

定鼓 3.4QT:=(0,T)xnとし､F:Rn＼‡0)XSn一見が連続､ti:QT-R が上半連続でu<∞
とする｡このとき､tLが(3.2)の粘性劣解rviscoSitySubsotuifon)であるとはA(F)≠卓で､かつ

admiSSibteなテスト関数p∈A(F)とQT上の各点(i,盆)に対して

(蒜 謁T(u一船 中 (u-p)(î･盆)⇒(
p,(t̂,i)+F(∇p(l̂,£),∇29(i,i))≦0(∇2p(i,釜)=0)
pt(i,i)≦o (∇2p(t,盆)≠0)

が成り立つときをいう｡同様に､下半速続開数V(V>-∞)が(3･2)の粘性健解(viscosiiysupersottition)

であるとは

(i,TenQT(V-p)(u)千(u1 )(i･盆)⇒(

p.(I,i)+F(∇p(i,倉),∇2p(i-,a))≧o (∇2p(i,i)=0)
pt(t,i)≧0 (∇2p(t̂,金)≠0)

が成り立つときをいう｡さらにuが粘性劣解かつ粘性使解であるとき､uを(3･2)の粘性解であるという｡

上で定義した粘性解に対して､次のような比較定理を証明することが出来る｡この定理を用いれば(3･2)

の解の一意性を示すことが出来る｡

定理 3.5～,Vをそれぞれ(3.2)の定義3.1の意味での粘性劣解､粘性健解であるとし､放物型境界apQを

apQ･･=(10)Xtt)U((0,T】×∂n)

とするとき､

tL<_VOnapQ⇒ u≦vtnQ

が成り立つ｡



103

注意 : §2で求めた変数分離解u(i,x)=U(3)･T(i)が､上で定義した粘性解であるかどうか確かめてみ
る.まず､uほ粘性劣解であることは簡単に確かめられる｡pをadmissibleをテスト関数とし､tL-Pが

最大値を実現する点を2=(i,i)としたとき､u∈C2(QT)であるからt'G(2)=pc(2),叫(2)=p.(2),
UCS(2)≦pcc(2)が成り立つ｡よって､pS(2)≠0のときは､Fの退化楕円性より

pt(2)+F(pG(2),pm(2),)≦ut(2)+F(uS(2),tBDS(2),)=0

また､pB(2)=0のときは､T'(il<Oよりpi(2)=ut(2)<0である｡よって､VはU(x)の形(a:*の倦)に

依らず(1･1)の粘性劣解である｡

次にuが粘性健解であるかどうかを考えてみる｡2=(t̂,釜)をtB一甲が最小億を実現する点とすると
pC(I-)≠0のときは､劣解のときと同様にしてuが粘性健解であることが分かる｡同夜はpC(Ẑ)-0のと

き､つまりU(a)=U(x･)=sT(若き)U(C)のときである｡もし､admissibleなテスト関数で､郎~Pが最
小値を実現する点でpGが (つまりucが)0になるようなpが存在すれば､そのときtLSが粘性健解である

ためにはpC(2)≧0を満たさなければならないが､実際は的(2)=ut(2)≦0であるからその条件を満たさ
ない｡ここでは詳しい計算はしないが､C.=1/2のとき(U(3)が曜一点で最大値をとるとき)には

admissibleなテスト関数のpro以eほUと比べて尖り方が鈍いため､倉=C*となることはない｡よって､
pi(2)≧0を満たす必要はなく､u(i,37)=U(37)･T(i)は粘性擾解である｡ところが､∬*<I/2のとき､つ
まりU(37)がある区間内の全て点でその最大値をとる場合にはその区間内の点でu-pがその最小値をと

るようなadmissibleなテスト関数pは存在し､そのときps(Ẑ)=0かつpi(2̂)=ul･<0が成り立ち､粘性
健解であるための条件pt(2)≧0に反するため､u(i,K)=U(3:)･T(i)は粘性健解ではない｡
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