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濃適系列鎗割問題臆対する効率的分枝限定法の

構築起請特性解析

加 地 太 一で 大 内 東1■T

頂点が連続的な番号を保持し,始点が初期番号,終点が最終番号となり,両輪点が異なるグラフをG(V,E)
とする.本論文における最適系列グラフ分割問題はグラフGに対して,各頂点に与えられた重みの総和がブロ
ックサイズP(>0)以下であり,かつ,部分集合の頂点番号が連続的に保持される条件のもとで,カットされ
る辺のコストの和が最小となるよう分割する問題である.本問題の一つの応用例としては,プログラムを一定
の大きさの単位で記憶領域に割当を行うペーシングの手法が考えられる.本論文では動的計画法による最適系
列分割問題に対して,探索法および限定操作の観点から改善の余地があるものと考え,分枝限定法の手法を導
入することによって効率的算法を構成する.さらに得られた算法の数値実験にもとづいて算法の特性と性能評
価を行い,理論的計算量についても論じる.以上より,漸近的計算量は等しいが,細分化禁止則,反復回数の
減少,同レベルの優越関係による削除,下界値による限定などの探索空間の実際の絞り込みによって計算塁の
負担を客減することが可能であることを示す.

DevelopmentandCharacteristicAnalysisofBranch･and･Bound

AlgorithmforOptimalSequentialPartitionsofGraphs
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Optimalsequentialpartitionsofgraphsisto丘ndaminimumcostpartitionofthenodes
ofagraphintosubsetsofagivensize,subjectingtotheconstraintthatthesequence
ofthenodesmaynotbechanged,thatthenodesinthesubsetmustbeofconsecutivenum-
bers.Onepossibleapplicationofthisproblemisinpartitioningcomputerprogramsinto
pagesforoperationinapa貰ingmachine.Thepartitioningminimizesthenumberoftransi-
tionsbetweenpages.Thispapershowshow Branch-and-Boundmethodscanbeusedto
reducestorageand,Possibly,computaもionalrequirementsindiscretedynamicprogramfor
optimalsequentialpartitionsofgraphs.Forthisproblem,wedeveloptheuseofBranch･
and-Boundmethodsfordynamicprogrammingalgorithm.Weexperimentallyandtheore･
ticallyexaminetheefFectivenessofBranch･and･Boundmethodsandtheperformanceofthe
algorithm.Ourcomputationalexperiencedemonstratesthatthehybridapproachyields
dramaticsavingsinbothcomputerstorageandcomputationalrequirements.

1.は じ め に

頂点に重み,辺にコス トを付与する頂点番号｣掛こ)TB

位付けされたグラフをGとする.最適系列分割問題と

はあらかじめ分割数を固定せず,Gを分割した各部分

グラフの頂点の重みがブロック ｡サイズ以下であり,

かつ部分グラフの頂点番号が連続性を保持する条件の

もとで,切断される辺のコス トの和が最小となる分割
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を求める問題である｡

この問題に対して Kernighanl)は分割をブレーク･

ポイントを用いて表現し,標準的な動的計画法 (DP)

の考えにもとづいて,計算過程で必要とされる増分コ

ス トの計算時間をも含めて,全体の計算量がグラフの

辺数に比例する算法を提示した.また浅野4)は区間の

集合上で定義される問題を考察し,区間木によるデー

タ構造によって動的計画法を効率的に実行する手法を

示した.その中の一例として本問題を扱い,同じ計算

量の算法を開発した.

動的計画法の最適性の原理と,分枝限定法における

優越関係には大きな共通点があることが知 られてい

る6).分枝限定法で下界値テス トは行わず,探索法と

して順位を適当に選んだ横型探索法を用い,優越関係
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による限定操作のみを用いるとき,この分枝限定法は

動的計画法の手順と等価になる.したがってこの立場

では動的計画法と分枝限定法との間には本質的な差は

ないといってよく,動的計画法の計算手順は分枝限定

法の一種とみなせる.しかし動的計画法をこのように

分枝限定法とみなすと,必ずしも最良の探索法とはい

えない横型探索法を用いていること,および下界値等

による限定操作を全く用いていないという点からさら

に改善の余地がある. この視点から標準的な動的計画

法の上に組み立てられた Kernighanの算法も改善可

能と考えられる.

本論文ではまず最適系列分割問題の動的計画法によ

る構成を,探索法の選択や部分解の限定操作をより柔

軟に行える分枝限定法によって再構成する｡その構成

には Kohler2)の論文を参考にし,本問題の特殊性に

あわせて分枝限定法の構成要素である探索法,分枝規

則,優越関係,下界値関数,上界値,削除規則,停止

別を考察し効率のよい算法の構成を目指す.探索法と

して,計算終了までに分枝される部分解の個数を最小

にすることが期待できる最良下界探索法を用い,限定

操作として優越関係テスト,下界値テストに加え,こ

の問題に固有な特徴を利用した細分化禁止則を取り込

んだ分枝限定法による構成を行う. この際,細分化禁

止別は分枝規則の中に取り込み分枝数の絞り込みを行

い,生成される部分解の大幅な減少と,それにともな

う増分コスト計算の減少を図っている.これを最良下

界探索構成法とする.また探索法を,順位としてレベ

ル値を用いた横型探索法に換えた構成についても述べ

る.この構成は下界億テストと細分化禁止別の利用を

やめたとき,Kernighanの動的計画法による構成と同

等なものになる.さらに,離散的動的計画法の計算量

の改善に分技限定法の考えがどのように利用できるか

について述べた Morin,Marsten5)の論文の考えにし

たがって,これら二つの規則を直接 Kernighanの算

法の動的計画法による構成部分に反映させることも可

能である.これをレベルJFB横型探索構成法とする.

さらに,以上の構成による算法の数値実験にもとづ

いて,予期された算法特性の実証と性能評価を行う.

また算法の理論的計算量の推定についても考察する,

優越テストはプログラム上では,開リストまたは閉リ

スト車の同レベルな部分解 との比較によって行われ

る. このとき閉リストによる限定操作が最も有効に働

くのは最長下界探索構成法の場合であり,実験によれ

ばほぼ 30% の棄却率が得られている.一方,レベル
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腫横形探索構成法ではこの間7)ストによる限定操作は

全く機能しない.細分化禁止別による削除効果は探索

法の選択によらず,どちらの構成に対しても等しく有

効であり,約20%から45%の棄却率を得ている.罪

法の性能評価のために,数億実験から決定できる指標

として,計算の複雑度を表す総分枝数,子部分解の同

レベル判定による平均棄却率,下界値テストによる棄

却数,Uカット数および開1)スト長を表として提示

し,プログラム挙動の理解と分析のためのデータとし

た･下界億テストはレベル順横形探索構成法では有効

に働きプログラムの停止を早める.これに反して最良

下界探索構成法ではその効果は期待できない.最良下

界探索構成法で停止を早めるには確定性の利用が有

効であり,停止までの反復回数が n+ユの約60から

90%に短縮できることが実証できた.プログラムが停

止するまでの総分枝回数については最良下界探索構成

法の方が有利である.最後に両構成法による算法の理

論的計算量について考察する.

2｡激適系列分割問題に関する記法と諸定義

蓮練的に番号づけられたn個の頂点からなる集合V

-ll,2,-,nl,辺集合Eからなる無向グラフをG(V,

E)とする.便宜上,人為的に番号 n+1の頂点を加

え,cn,州 -0とする.各無向辺を頂点対 †i,jlで表す

とき,辺 ti,jTには非負のコストcfjを付与する.さ

らに各頂点はW- iw l,W2,･･･,Wnlの重みをもつ.た
だし,0<W,.≦P,1≦i≦nである.ここでPはブロッ

クサイズと呼ばれる数である.本論文ではすべての重

み wiとPは正の整数とする.

次の二つの制約(I),(Ⅱ)のもとで Gを k個の部

分グラフGi(Vl.,E,･),i-1,2,-,kに分割することを

系列分割と呼ぶ.ただしkはあらかじめ与えていない

数である.

(Ⅰ) G,･の頂点の重みの総和 ≦P

(Ⅱ) 任意のGfの各頂点番号は連続的な番号をも
つ.

ここで食通系列分割問題とはこの系列分割の中で,切

断される辺のコスト,すなわち異なる部分グラフ中に

両端点をもつ辺のコストの総和を最小にするように分

割する問題である.

部分グラフGlの頂点集合 V.-[bz･,bl･'1)-ibt,b,･+

1,･日,bt･1-liはブロックと呼ぶ.Vl･での一番小さな

頂点番号btをブレーク･ポイントと呼ぶ.ブレーク｡

ポイントblは頂点 b,A-1と頂点 b.の闇に切断が存
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在することを意味する.集合 Ibl,b2,-,bAi

は一意的に分割 iGl,G2,-,GA)を表現す

る｡有向グラフに対しては,(i,j)と (j,i)

の辺は i<jである単一辺 ii,jiで置き換

えると同時に,すべての有向辺を無向辺で

置き換える.そのとき,コス トは C;,･-ci,I

情報処理学会論文誌

･‥･=
別山3

ウ〟l

+cjfとする.

図1は連続的な頂点集合 V-ll,2,I-,

10)からなり,上部の数字のコストをもつ

辺からなるグラフである.また各頂点の重

みは1とする.図1上の破線で切断された

分割がブロックサイズp-4での最適解を与える.こ

のとき,各ブロックは頂点集合 Vl-il,2,3,41,V2-

15,6‡,V3-17,8,9,101からなり,ブレーク｡ポイン

トの集合は 11,5,7,11%となる.また最小となるコス

トの総和は83である.11は便宜上,加えた頂点であ

る.

分割を表現するブレーク｡ポイントの集合 †bl,b2,

-I,bhi,bl-1,bk-n+1を与えられた問題の完成解,

また各ブロックが系列分割の制約条件(Ⅰ),(3I)を満
たす完成解を可能解という.第 m 番目以降のブレー

ク｡ポイントの値が不定である列 ibl,b2,･･･,bm,*,*,

･･.,*)を部分解,その最後の確定要素であるbmをこ

の部分解の慶終プレ-ク｡ポイントと呼ぶ.今後,部

分解を単にその部分系列7E-lbl,b2,-,bmI,bm<n+1
によって表し,最終ブレーク｡ポイントbmをBP(75)

で表す｡また BP(7E)の値を部分解 7Eのレベル値とい

い,最終ブレーク｡ポイントの等しい部分解同士を間

レベルな部分解という.7F'-ibl,b2,-,bm,bm'1)のこ

とを7Eにブレーク･ポイントbm+1を付加することに

より,7Cより分枝して得られる部分解という.A:を7CT

の親部分解,7EIを方の子部分解という.

完成解の目的関数値および部分解のコストはそれら

のブレーク･ポイントにより切断されたグラフGの辺

のコストの総和である.部分解のコストは常にそれか

ら分枝により派生されるすべての完成解の目的関数値

の下界値を与えている.

任意のブレーク｡ボイン1･Eに対して次のブレー

ク･ポイントがyに置かれたときの増分コストを

C(x,y)- ∑ ctj (2.i)
3≦i<y
j≧y

によって定義する.上で定義した親子関係にあるnと

方'に対して次の関係が成立する.

Cost(7Tl)-Cost(7r)+C(bm,bmH) (2,2)

4991raM

‡ r

図 1 系列分割グラフ

Fig.1SequentialGraphtobepartitioned.

また,ある時点において,分枝の対象となる部分解

を活性化された部分解と呼び,活性化された部分解の

集合を開リストに格納する｡同じ時点において,すで

に分枝されたか,終端に達した部分解を非活性化され

た部分解と呼び,非活性化された部分解の集合を閉リ

ストに格納する,

3.最適系列分割問題の分枝限定法による

構成法

本章では標準的な動的計画法の考えのもとに組み立

てられた KeTnighanの算法に対して,分枝限定法の

考え方を導入し改善を試みる｡そのとき,最適系列分

割問題を戦略の多様性と問題の特性に容易に対応でき

る柔軟性をもつ分枝限定法で構成する.その概要は,

探索法として最良下界探索法,限定操作としては下界

値テストと最適性の原理に対応する優越関係テスト

また分枝操作の車に本問題の特殊性を利用した細分化

禁止別を取り込む構成であり,これを優良下界探索構

成法という.さらに,探索法をレベル脚 こよる横型探

索法に換えた構成も考える.これは動的計画法に対応

するもので,レベル順横型探索構成法という.算法の

構成にあたってはKohlerの構成法を参考に,探索法,

分枝規則,優越関係,下界億関数,上界低 削除規則,

停止別の各要素ごとに考察を進める.

なお,分枝限定法の一般的構成は図 2に示してお

く.

3･1 最良下界探索構成法

(1) 探 索 法

あらゆる探索法の中で計算終了までに分枝される部

分解の個数を最小にする特徴をもつ最良下界探索法を

採用する･最良下界探索法は優先順位付き待ち行列の

キー値を下界値とすることによって構成される.これ

によって開リスト中の下界億最小の部分解を取 り出
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し,分枝を行った後,その部分解白身を

閉 リス トに移す.

ある許容部分解が同レベルの部分解の

中での最小コス トのものになることを部

分解が確定されたという.探索法に最良

下界探索法を用いるこの構成のもとでは

開 リス トの先頭から取り出された部分解

は常に確定される性質があることが知ら

れている6). さらに閉 リス トに移された

部分解が再び開 リス トに戻らず,許容部

分解はコス ト億の大きさの順に一つずつ

確定していくことによって,解を得るま

での反復回数の減少がもたらされる.

(2) 分 枝 規 則

分枝規則により選ばれた部分解の集合

を候補者築合という.本問題の特性を利

用し,分枝による絞り込みを行い,限定

操作の一部を候補者集合の縮小で実現す

る.

本間題に対する分枝規則は各ブロック

の頂点の重みの和がP以下であることを

保証する容盈制約則と,次に述べる細分
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く1) procOdtr◎丑r-chazLdZlotad

……; b豊 ctr…豊初脚 分解; Ⅴ ::Ham l; … 比 界値}
(4) r8P今a,I
く6) 甘瓦ile (･･76～C屯Tより分枝規則に従って次の子部分解方_80Aを生成する●t)
(6)

く7)

(8)

(9)

く10)

く11)

くま2)

く13)

(14)

くま6)

く16)

(17)
(18)

(19)

く20)

く21)

(22)

(23)

(24)
(26)

く26)

begin
目方_sozLの下界億を次の式で求める.■1
1もd(7r_80n)≡ll)a(7L CtLr) +C(BP(7Lctr),BP(7L8OR));
i空 く‖7L80Aと同レベルな部分解7T_mkが開リストあるいは閉リスト
に含まれている")

if(lbdく方_Tnk)〉1bd(7L80且))

iま(''7Lmkが開リストに含まれている't)
.1開リスト中の7Lmkを 7LB0且で置き換える｡I.;
olso

一･7t_mkを閉リストから削除し､かありに7{_SOnを開リスト
に挿入する｡一一;

elso

'.何もしないで､7Lsozlを捨てる.";
olso

H7t_SozLを開リストへの挿入対象とする.'1･,
if (1bd(7{_sort)〉V)
"挿入対象の 7LSOnを捨てる.rl;
elseif (BP(7Lson)三三zl+1的 lbd(7LSOn)くⅤ)

beSizL
U :=lbd(･T_son);,T-opt:=7r_80Zl.･
･,開リストからlbd値がtlより大なるものをすべて捨てる.";
ond;
･･挿入対免である7(_50nを開リストに入れる.'t;
ond;

(27) ‖現在の方_ctLrを閉リストに入れる∴T;
(28) ･.開リストのk叩値が最小の要素を次の7{_cnrとし､その要素を間リストか

ら取り除く｡";
く29) nntil (開リスト=空);
く30) iま くⅤ()gA王TA1)
く3ま) 一一7(_optが最適解である. ■l;
(32) ols申

(33) 日月引ま存在しない｡I;
(34) end.･

北禁止別を用いて構成する｡
1-1

ここで d(y)-max†xL≡ W .･≦P)と
i=y

する.与えられた単調増大な任意のブレーク ｡ポイン

トの部分列

bf,bhl,･･･,bj (3.1)

に対して [b',b,･)が容量制約を満たすとき,すなわち

bj≦d(bf)であるとき,細分点 bけ1,-,bj-1を設けな

いことによって,明らかに,目的関数の値を改善でき

るか,また少なくとも改悪することはない｡よって最

適解を求める立場では bj≦d(b.1)を満たすブレーク ｡

ポイントの列 (3.1)による細分化された分割を考慮す

る必要はない.これを細分化禁止別という.

すでに細分化禁止則を満たしている部分解符.･-†bl,

b2,-,bt)に b… を付加し,部分解 mL.1を派生する

とき,容量制約別と細分化禁止則の性質を満たすよう

にb,･'1-BP(臥+1)を決めるには次の不等式を分枝規則

として採用すればよい.

BP(方f+1)≦d(BP(7T.I))

かつ

BP(符.･+1)>d(BP(7E卜1))

ここで, 方ト1は 方.Iの親部分解とする.

(3.2)

図 2 分枝限定法のアルゴリズム
Fig.2AnalgorithmofBranch-and-Bound.

とくに,境界条件として,BP(方,A)が 1のときは

d(BP(7rl･))≧BP(7E,A+1) (3.3)

とし,d(BP(761･))≧n+1ならば

BP(7E一十1)-7i+1 (3.4)

とする.

(3) 優 越 関 係

優越関係は部分解の集合で定義された2項関係で,

二つの部分解の優劣を比較する.部分解 符と7E/にお

いて,それぞれを親とする可能解の集合の中でコス ト

が最小なものを比較し,二つの部分解の優劣性を決定

する･方から派生するすべての可能解の中で最小のコ

ス ト値が 7E′から派生される同様なコス ト値より低い

値を示すなら,7Eは 7F'に対して優性であり,逆に後

者は前者に対して劣性であるという.劣性の 7F'から

は最適解は分枝されないので削除可能である.これを

優越テス トと呼ぶ.

本問題では同レベルにおける優越関係が成立する.

同レベルにおける優越関係とは,同レベルな任意の二

つの部分解を 7C,Pとした場合,Cost(7r)<Cost(p)な

らば,どちらの同レベルな部分解 7E,Ptこおいても以
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後派生するブレーク｡ポイントのパターンは等しいの

で,コストの単調増加性より7Tは 両 こ対して優性で

あることが成り立つ.

この間レベルにおける優越関係により各レベルでの

最良な億を決定できる｡これは動的計画法における最

適性の原理に対応するものである.

く4) 下界億関数と上界値

与えられた部分解 7Tに対して 方から派生するすべ

ての完成解からなる集合を β とする.任意の部分解

7Eに対して下界値決定関数 l(冗)は

o≦l(7r)≦Min†cost(7r')-cost(7C)I7E'∈Si
(3.5)

を満たすものとする.

1bd(7t)-Cost(7r)+i(7r) (3･6)

は親7Eから派生されたすべての部分解のコストの下界

値をあたえる. このとき下界値テストは上界値Uを

用いて

cost(A:)+i(7C)≧U (3･7)

を満たす7Cを削除するものである5'.上界値Uはすべ

ての可能解の目的関数の上界であり,現在知られてい

る最良億すなわち暫定値をとる.

なお cost(方)の計算は増分コスト関数 C(x,y)を用

いて,(2.2)式により再帰的に計算できる.(2.2)求

中の増分コスト計算は,その定義式である(2･1)式を

直接用いる方法に対して,以下の Kernighanの漸化

式を採用することによって,本問題のコストの全計算

量はグラフの辺の数に比例する1).

C(I,a)-C(1:,y-1)

+(cyll,y+ cy-1.y'1+I.･+ cy-1.A)
- (cx,y-1+ cX+1,.,-1+-+cy-2,y-1)

(3.8)

(5) 削 除 親 則

削除規則は優越関係や下界億テストなどを使って,

候補者の削除,現在の活性化部分解,および非清隆北

部分解の中から不用のものを除去する操作を開 リス

ト,閉リストに関する操作として記述したものであ

る｡

-確定睦を利用すると削除規則は次のように分枝限定

法の一般的構成に対して簡略化でき,それによって,

オーバヘッドの減少が見込まれる｡

Rl:方の同レベルな部分解が閲リストまたは閉リス

ト中に兄いだされないなら,7Tを新規要素とし

て関リストに挿入する.

R2‥方の同レベルな部分群が閉リスト中に兄いださ

Mar.1994

れるなら,7Tは棄却する｡

R3:方の同レベルな部分解が閲リスト中に兄いださ

れ,lbd(7T)が開リスト中の同レベルな部分解の

下界億よりも改善されているとき,符による更

新を行う.教養されていないとき,7Tは棄却す

る.

(6) 停 止 則

分枝限定法では通常開リストが空になったとき,寡

法を停止し,この時点で上界値が初期設定から改善さ

れていれば最適解であると判明する.この方式による

算法の停止を正規停止別という.これに対して最良下

界探索構成法では正規停止則以前に最終ブレーク｡ポ

イントが n+1の可能完成解に達したときに停止する

特殊化された停止別を採用し,停止過程を早める.

3.2 レベル順横型探索構成法

この構成での探索法は,次の分枝を行う対象として

開リスト中の最小レベル億をもつ部分解を取り出すこ

とによって,レベル膿による横型探索法を用いる.

分枝規則,優越関係,下界億関数は前記の最良下界

探索構成法で使用したのと同様な構成要素を用い,細

分化禁止別を初めとして,同レベルにおける優越関係

および増分コストの漸化計算式を算法構成にそのまま

取り込む.探索法としてはレベル順に横型探索法を構

築するために,優先順位付き待ち行列のキー値を部分

解のレベル億に設定する.また下界値テストを蹟極的

に利用することによって,正規停止則のもとで解を得

るまでの反復回数が n+1以下にできる.削除規則を

構成するにあたって,ある対象部分解7Tから分枝され

た任意の部分解は BP(冗)より大きなレベル値をもち,

閉リストにより同レベル要素が兄いだされることがな

い性質に着目すると,以下のような規則の使用が効果

的である.対象とする子部分解piこ対して

RLl:pの同レベルな部分解が閲リスト中に兄いださ

れないなら,pを新規要素として関リストに挿

入する.

RL2:βの同レベルな部分解が開リスト中に兄いださ

れ,lらd(〟)が開リスト中の同レベルな部分解

の下界値よりも改善されているなら,再こよる

更新を行う.改善されていないなら,βは棄却

する.

RL3:部分解が可能解に到達したとき,下界値の値が

上界値U より改善されていれば,上界値を改

善した値に変更し,この上界値より大なる下界

値をもつ開リスト中の部分解をすべて削除す
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る.これを Uカットという.

Uカットとは別に通常の下界

値テストによる限定操作は常

に行う.

すでに知られているように,横型

探索法のもとで削除規則として優越

関係を用いれば,最適性の原理と同

じ効果が実現され,動的計画法の手

順と等価になる5)･6).ただし上に示

した下界値テストと細分化禁止別に

よる限定の効果によって,この構成

ではさらに動的計画法の計算効率を

高めている.

4･算法の特性と性能評価

本章では以上の構成によって得ら

れた算法の数値実験にもとづいて,

算法の特性と性能評価を行う.また

算法の理論的計算量についても論じ

る.なお,数億実験では上界値の初

期値は十分大きな億とする.

優越テストによる限定操榊 ま開リ

ストおよび閉リストの同レベルな部

分解との比較によって行われてい

る. このとき,閉リストによる効果

が著しいのは最良下界探索構成法の

場合であり,優越テストが効果的に
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Fig.3

働く.また細分化楽止別の効果が両探索法に対して有

効に働くことを示す.さらに算法の性能を評価するた

めにいくつかの特性数を導入し, これらを用いた数値

実験の結果から,算法の挙動と特性を調べる.最後に

系列分割問題に対する分枝限定法の計算量を評価し,

それが優先順位付き待ち行列に依存することを示す.

4･1 探索法の選択による削除効果

レベル順横型探索構成法の場合,レベル値の大きさ

の｣掛こ解が暇次決定していくため,閉7)スト中に同レ

ベル要素を兄いだすことがないので,閉リストの使用

が限定操作に影響を及ぼすことはない.したがって,

この構成では閉リストを設定する必要はない｡

それ以外の一般の構成法では閉リストを設定するこ

とによって,その情報を候補者の限定操作に有利に利

用できる.その中で最もその情報を有効に利用できる

のが確定性を利用する最良下界探索構成法である.そ

の場合にも開リストのみを利用して最良下界探索構成

10 ()0 2 000 80 00 ノー ド敗

図 3 頂点数と展関数

Numberofnodesvsnumberofbranchingnodes.

法を実現することも可能であるが,閉リストの導入が

効率の改善におよぼす効果は大きい.この効果を数値

実験で確かめた結果を図3に示す.図3では開リスト

により活性化部分解のみを使用する場合と,閉リスト

を導入して非活性化部分解をあわせて使用する場合を

異が認められる.

4･2 細分化禁止則導入による効果

開リスト中のある部分解符を分枝して得られるすべ

ての子部分解の集合をB,それに細分化禁止別を適用

して決定される候補者集合をD とすると,Dの生成

過程で,B-D に属する各部分解を根とするすべての･

部分木が探索木から削除され削除効率が改善される.

この細分化禁止則による候補者の絞り込みが本問題の･

二つの算法構成に対しても非常に有効であることを数

倍実験で確かめた.それによれば細分化禁止則の遺風

は両探索法に対して約20%から45%の削除効果をも.
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たらし,しかもこの効果はブロックサ

イズの増加とともに向上することが示

された.最良下界探索構成法による一

例を示すと,表1はブロックサイズを

ユ0に固定し,預点数を100から3,000

に変化させた場合の発生した子部分解

数とそのうち細分化禁止則により削除

された子部分解数を示している.表2

は頂点数 100のグラフでブロックサイ

ズを変化させた場合の同様な事項につ

いて表示している.

4.3 動作特性と評価

情報処理学会論文誌 Mar.1994

表 1 頂点数に対しての細分化禁止別の評価 (ブロックサイズ-10)
Table1 Resultsofexperimentsfornumberofnodesby.rule

ofprohibitionofpartitioning.

表 2 ブロックサイズに対しての細分化禁止別の評価 (頂点数-100)
Table2 Resultsofexperimentsforblocksizebyruleof

prohibitionofpartitioning.

分枝限定法の枠組みの中で各算法特性を比較検討す

るための指標として以下の絡性値を用いる.

計算の複雑度として解を得るまでの反復回数を用い

る.すなわちこの値は算法の開始から開リストが空に

なるまでに開リストから取り出された分枝対象となる

部分解の総数である.

子部分解棄却率を,算法の全過程で分枝規則により

_親部分解から分枝された子部分解の総数に対する閑ま

たは閉リストによる削除規則 (最良下界探索構成法で

は3,1節の規則 R2,R3またレベル順横型探索構成

法では 3.2節の RL2)によって嚢却された子部分解

の総数の比率として定義する.

また下界値関数による削除効果を下界値テストによ

って棄却する回数とUカット数で表す.下界値テス

トによる棄却数は分枝された子部分解を暫定値である

上界億によって棄却する回数である.Uカット数は探

索木の葉に達したときに変更された上界値との比較に

よって閲リスト中の部分解を削除する数である.これ

らは3.2節の RL3の規則に対応する.

これらの特性数を数値実験で計測した一例を表 3,

-義 郎こ示す.数値実験から判明した結果について以下

にまとめる.なお,この数値実験では下限値決定関数

はすべての 7tに対して l(7E)-0としている｡

レベル順横型探索構成法では開リス ト長は定常的に

はブロックサイズと一致し,Uカットが起きた時点か

ら急速な減少を示す.最初のUカットが生ずるのは

発くn+1)-P段においてであり,それ以前に完成解に

一連することはない.Uの更新にともない,この段以後

初めて下界億テス吊ま有効となり,最適解への到達を

早める｡実際,正規停止則のもとで,下界値テストと

その先取りである U カットの作用で n+1段より早

い停止が起こることを表3が示している.

表 3 レベル収横型探索構成法による数値実験結果
(頂点数-100,正規停止則使用)

Table3 Numericalresultsbylevelorder
breadth-firstsearchmethod.

言芳美クJ反復回数l認 実質賢 は 空曹嘉蒜姦IY姦ツ

表 4最良下界探索構成法による数値実験結果
(預点数-100,特殊化された停止則使用)

Table4 Numericalresllltsbybestbound
searchmethod.

一方,最良下界探索構成法では開リスト長は反復回

数ごとに変化するが,その傾向を理論的に推定するの

は困難である.しかし多くの数億実験によれば,ほと

んどの反復回数でブロックサイズの長さをとり,それ

よりきわだって長いものの出現は稀であり,平均長は

ブロックサイズ長をやや上まわる程度であることが判

明した.

算法構成からわかるように,部分解は下界値の大き

さの贋に一つずつ確定していく.それゆえ,最悪でも

n+1回の反復ですべての部分解の確定が行われる.
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実際には最終ブレーク｡ポイントが n+1である部分

解はそれ以前に確定されている.したがって正規停止

則を最終ブレーク･ポイントが n+1である部分解に

適したときに停止するように変更すれば,より効果が

改善できる. これを実験的に確かめた結果,停止する

までの反復回数はn+1に対して 60-90% の値であ

り,(n+1)-P より小さな数となる.

最良下界探索構成法は反復回数は (n+1)-P より

小でレベル順横型探索構成法ではこれより大となるの

で,前者が有利である.また最良下界探索構成法の場

令,優越関係による削除効率はレベル順横型探索構成

法に対してやや上回った数値を与えている.この意味

で分技限定法の構成の枠組みの中では最良下界探索構

成法はレベル膳横型探索構成法より優位にあると考え

られる.実際,数億実験においてもこの傾向は確かめ

られている.両者の反復回数が頂点数以下となるのに

対して Kernighanの動的計画法では n+1回の反復

回数が必要である.

また下界値による限定操作は最良下界探索構成法で

は最終ブレーク･ポイントが n+1である部分解に達

したとき,すなわちはじめて完成解に達したときに停

止するため働かない｡しかしレベル順横型探索構成法

の数値実験では l(冗)の億を0としたにもかかわらず,

下界値テスト,Uカットによって効果的な限定操作が

行われている.したがって l(7r)の値を緩和問題など

を利用して合理的な値とすることによって,大きなP

に対しては効果が期待できる｡

4｡4 分枝限定法の計算盈

レベルJIB横型探索構成法と最良下界探索構成法につ

いて,漸近的計算量を求める.ただし本問題の応用上

の立場から,顔 (辺数-0(n))であることが保証され

ている場合に計算量を導く｡

両探索法共通の計算量に寄与する主な要因は増分コ

スト計算と優先順位付き待ち行列に関する計算量であ

る.このうち増分コストの計算量は (2.2)式を用いる

ことによって,計算終了までに必要な総計算量はPが

一定のとき0(lEr)となり1),疎なグラフでは0(n)と

なる.次に,優先順位付き待ち行列に関する総計算量

は解が得られるまでに,この優先順位付き待ち行列に

対する基本操作を反復する回数と,操作に要する計算

量との積となる.反復回数は雨構成法とも高 二々n+1

回である.一回の反復において,優先順位付き待ち行

列から要素の取り出しは一回,また挿入,削除,更新

の操作は高々ブロックサイズ分行われる.優先順位付
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き待ち行列にヒープ構造を用いることにすれば上記の

各基本操作に要する計算量は 0(log(行列長))であ

る.以上をまとめると優先順位付き待ち行列に関する

総計算藍は 0((n+1)×(1+ブロックサイズ)logn)≒

0(nlogn)となる.したがって,総計算量は0(nlogn)

と考えられる.

この導出は優先順位付き待ち行列長が最大nに達す

ることを考慮して導いているが,レベル膳横型探索構

成法では優先順位付き待ち行列長はブロックサイズを

越えない.これよりPが一定のとき計算量は0(nlog

P)-0(n)となる.漸近的計算量はKernighanと同じ

結果になる.

一方,最良下界探索構成法では前に述べたように行

列長は平均としてややブロックサイズを上回る程度で

長いものの出現頻度はきわめて少ない.この数値実験

の結果から,計算時間は実用上0(n)と考えてよい.ま

た優先順位付き待ち行列に VanEmde-Boaspriority

quetleS3)を用いると,最小値の取り出し,要素の倍の

挿入,書換操作は0(loglogⅣ)で行える.ここで ガ

はキー値の上界である.Nとして下界値集合の上界を

取り,現問題でコスト億が有界であるとするとN は

nに比例すると考えて良いので計算量は理論上 0(n

loglogn)に改善できる｡

5.お わ り に

本論文では動的計画法による最適系列分割問題を

分枝限定法の考え方のもとで,効率的算法を提案し

た7)･8).探索法に最良下界探索法,分枝規則に細分化

禁止則を導入した最良下界探索構成法と,細分化禁止

別と下界値による限定操作を導入した動的計画法に相

応するレベル順横型探索構成法の特性と性能について

詳細な検討を行い,その有効性を確かめ,その比較級

封を行った.

特に,反復回数に関しては最良下界探索構成法では

(n+1トP以下であり,レベル順横形探索構成法では

それ以上になる.下界値による限定操作は最良下界探

索構成法では不要であり,レベル虜横形探索構成法で

は(n+1)-P段以上で初めて有効に機能する｡したが

ってブロック長Pが短いとき,下界値決定関数l(7t)杏

どのように選んでもその効果には限りがある.一方,

細分化禁止別による限定操作は両構成法ともに非常に

有効であるが,最良下界探索構成法に対してより良い

結果が得られている.

また,計算量に関しては疎 (辺数-0(n))なグラフ
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に対して,レベル順横形探索構成法では0(n)であり,

最良下界探索構成法では閃リス ト上のデータの統計的

低質から,実用上は 0(n)と考えてよく,理論上は開

リス トの優先順位付き待ち行列の構成法に強く依存す

る｡ これらの諸点を総合的に見れば最良下界探索構成

激がより優れている｡

プログラムの実装上から見れば,開 リス トの優先順

･位付き待ち行列構成はレベル腰横形探索構成法に対し

てはレベル値をインデックスとする-次元配列を用い

て容易に実現できるが,最良下界探索構成法では高槻

蘭の優先順位付き待ち行列の使用を検討しなければな

らない｡
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