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モデル平均理論の新展開

劉

Ⅰ は じめに

データ解析を行う際に,利用可能なモデル群

から最良と考えられるモデルを1個選ぶ手段 と

して,モデル選択理論が研究されてきた｡実証

研究では,AIC(Akaike[1973])や BIC(Schwarz

[1978])などの情報量基準を利用 した選択法

が広 く利用されている｡他方,モデル選択に伴

う不確実性を考慮 して,ベイズ的な立場から,

ペイジアン ･モデル平均法と理論が構築され,

発展してきた｡ここ数年は,非ベイズ的な研究

者が,非ペイジアン ･モデル平均理論の研究を

始めた｡本稿はモデル選択とモデル平均の理論

を概観し,異なった考え方に基づ く異なった手

法の意味を明らかにする｡さらに,この分野の

未解決問題と,将来の発展方向を論じる｡最後

に例を示 し,実証研究に適用するときの注意点

を挙げる｡

第Ⅱ章で,AICや BICを紹介する｡そして,

第Ⅲ章でモデル平均の意味合いを述べ,幾つか

の例を挙げて,モデル平均推定量の性質をまと

める｡第Ⅳ章で未解決な問題を説明し,第V章

ではモデル平均を利用 した幾つかの研究例を紹

介 した上で,ファイナンス-の応用を示す｡第

Ⅵ章は結論である｡

韮 情報量基準によるモデル選択

モデルを構築 して,データの特性をできるだ

け正確に説明しようとする際に,データを生成

する真の確率分布 を近似するための候補 とし

て,複数のモデルを考える｡それらのモデルを

慶 豊

67

評価するためには,さまざまな情報量基準が提

案されているが,なかでも,AICや BICが最も

広 く利用されている｡

1 赤池情報量基準 AlC

AICの基本 となっているものはカルバ ック

ー ライブラー距離である｡確率変数 yの標本

y-(yl,y2,-･,yn)が観測 された とす る｡yの真

の密度関数をg(y)を,パラメットリックなモ

デルf(y,0)で近似 しよう｡ただ し,0∈6)で

0⊆取Kである｡i(y,鋸 こよる近似の良さを計

るための一つ の基準 として,Kullbackand

Leibler[1951]はカルバックーライブラー距離

KL(gj)-Eg(log# )

-i;flogg(y)-logf(y,0)ig(y)dy･(1)

を提案 した｡log(･)は自然対数を表す｡この距

離は,モデルで真の分布を近似するときの一種

のリスク関数であると考えられる｡

g(y‖まモデルに依存 しないため,モデルの良

さを評価する場合,logo(y)は無視できる｡原

理的には平均対数尤度と呼ばれる｡

Eg(logf(y,0))-i;logf(y,0)g(y)dy (2)

を最大にするモデルが,最適なモデルとなる｡

大数の法則により

･i-三善ilogf(y"0)-Eg(logf(y,0" (3)

となる｡そこで,対数尤度関数を

a
ln(0)-∑logf(yl,0) (4)i-1

と し,0-を 最 尤 推 定 量 と し て,lln(0-)を
n
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Eg(logf(y,0̂))の推定量 と考えることがで きる

が,この推定量はバイアスを持っている｡証明

は小西 弓ヒ川 [2004]を参照されたい｡そこで,

バイアスが修正され,モデル選択の基準 として

AIC--2ln(0̂)+29 (5)

が構築された｡ただし,少はパラメーターβの

次元で,平均対数尤度を推定するときのバイア

スの補正 として働 く｡2少は,モデルの複雑 さ

に対するペナルティと解釈されることもある｡

AICを最小にするモデルが望ましいとされる｡

2 他の情報量基準

ペイジアン情報量基準 (BIC)も広 く利用さ

れている｡他 に,AICの修正版 として竹 内

[1976]とStone[1977]によって考案された

情報量基準 TICもよく知られている｡

BICの背景となっているのはペイジアン統計

学で,事後確率 P(M Ey)が最大になるようなモ

デル〟 を選ぶ というのがその発想である｡導

出の詳細はClaeskensandHjort[2008]を参照

されたい｡事後確率の近似的な評価値として,

BIC-12ln(0')+(logn)p (6)

が定義される｡AICと似た形になっているが,

そのペナルティ(lognか ま,nが大 きくなると

きAICのペナルティより大 きくなる.nが大

きくなるに連れ AICはより複雑なモデルを選

びがちであるが,BICは其のモデルよりパラ

メーター数の少ないモデルを選ぶ傾向がある｡

そして,真のモデルが候補となるモデル族の中

に入っていれば,サンプル数 nが無限大に近づ

くにつれ,BICが真のモデルを選ぶ確率は1に

収束する｡すなわち,BICはモデル選択の情報

量基準 として一致性 を持つ｡AICは一致性 を

持たない｡

小西 ･北川 [2004〕によれば,AICを計算す

る際,想 定 したパ ラメ トリ ックモ デ ル族

(f(y,0;0∈0))の中に,データを生成する確率

分布 g(y)が含まれていれば,pが平均対数尤度

を推定するときのバイアス補正項になることが

保障される｡そうではないとき,少は正 しいバ

イアス補正項とならない｡竹内 [1976]は正確

な補正項を導出して,想定 したモデル族の中に

真の確率分布が含まれていない場合でも利用で

きる情報量基準 (TIC)

TIC-一2ln(0̂)+2Tr(ÎĴ~1) (7)

を提案 した｡Îとjはそれぞれ

･O-Egl讐 荒壁 旦響 旦] (8)

J.H Egl旦慧 ㌍ ] (9)

の推定量で,一致推定量 0̂を,I.とJ｡の標本

統計量に代入することで得 られる｡

想定 したモデル族の中に真の確率分布が含ま

れていないときは,AICは正確な補正項を使っ

ていない｡ しかし,想定するモデルが真の確率

分布に近い場合は,AICは近似的には厳密な選

択基準である｡

線形回帰式の情報量基準 としては,Mallows

[1973〕がMallows'C♪

Cヵ-RSS+2pô2-no･-2 (10)

を提案 した｡Cbはリスク関数 MeanSquared

Error(MSE)の推定量となってお り,それを最

小にするように,説明変数を選ぶ｡Cカは線形

式にしか適用できないが,非線形式は,線形化

してからの適用が可能である｡

Ⅱ モデル平均

AICやBICなどの情報量基準を利用 してモ

デル選択を行うと,選ばれたモデルがそのまま

真のモデルとして扱われ,さらなる推論が展開

される｡しか し,AICや BICなどの情報量基

準によるモデル選択は必ずしも真のモデルを選

ぶ保障はなく,不確実性をもたらす｡その不確

実性が推定量の性質に及ぼす影響を考慮 しない

と,誤った推論に繋がる｡つまり,モデルから

求まる信頼区間や検定結果が誤ったものにな
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る｡このような問題は,選択後推定量 (Post

ModelSelectionEstimator,PMSE)の問題と

呼ばれる｡モデル平均は,このようなPMSE

の問題を考慮する手法である｡

モデル平均はモデル選択を基にした手法であ

る｡候 補 と な る モ デ ル 族 をJM-

(〟1,〟2,-,〝∬)とすると,母数〃のモデル平

均による推定量は

P=M k!,uC(Mk)P M k (ll)

である｡i～MhはモデルMkのもとで得られる推

定量で,C(Mk)は各モデルに与えられるウエイ

トである｡C(Mh)は総和が 1で,非確率的でも

確率的でも良い｡この表現は情報量基準でモデ

ルを選択して得られる推定量を含んでいる｡た

とえば,AICの場合,AICで選んだモデルを

〃 AIC とする｡そのモデルによって得られる推

定量は

β AIC-∑ I(Mk-MAIC)pMk
Mk∈Jt4

(12)

となる｡I(･)はMkがMAICに一致すれば 1,

一致しない場合は0の億をとる定義関数であ

る｡AICを基準にモデルを選ぶ際,選択は確率

的に定まり,I(Mk-MAIC)が確率変数となって

いることに注意すべきである｡この点は後ほど

論じる｡

モデル平均による推定量では,ウエイトはよ

り一般的で,AICの場合のウエイトを特殊ケー

スとして含む｡そのため,リスクに関する最適

なウエイトを使えば,モデル平均による推定量

のリスクは,AICのリスクに等しいか,より小

さくなる｡したがって,モデル平均を用いれば,

AICなどの単純な情報量基準より優れた結果

を得る可能性がある｡他の伝統的なモデル選択

の手法に関しても,同様のことが言える｡

以下,幾つかのモデル平均の手法を紹介し,

次に,PMSEの問題を論じる｡

1 ペイジアンモデル平均

近年,ベイズ的な枠組みを使ったモデル平均
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の手法が数多 く発表 されて きた (Draper

[1995],Hoetingetal.[1999],C1ydeand

George[2004])｡ペイジアンでは,パラメー

ターを確率変数として考える｡ここでは関心の

ある母数を〃とするが,これは各モデルのパラ

メーターOkの関数とする｡分析では,事後分

布 7T(dy)や,条件付期待値β-E(FLEy)の推定

を目的とする｡

これまでの設定と同じく,候補となるモデル

族をJu-tMl,M2,-,MKiとする｡ベイズの公

式を利用 して,モデル平均によって7T(FLLy)と

E(pb)が導出するが,そのためには,二つの事

前分布が必要となる｡一つは各モデルの事前分

布でP(Mk)と記す.もう一つは各モデルのパ

ラメーター Okの,そのモデルのもとでの事前

分布 7T(OkiMh)である｡この二つの事前分布を

所与 とし,Mhの もとでのyの尤度関数 を

L(ylMk,Ok)とすると,Mkの事後分布は

P(Mk厄)-

P(Mk)Ah

∑ f= 1P(Mk)Ak
(13)

となる｡ただし

Ah-JL(yLMk,Ok)H(OkEMk)doh (14)

である｡さらに〃の事後分布は
〟

7T(pEy)-∑p(Mkly)7T(FLM k,y) (15)I.I-1

となる,ただし,7T(pLMk,y‖まMkが其である

という条件のもとでの〃の事後分布であり,辛

前分布 7T(矧 Mh)を利用して,ベイズの公式に

より,解析的に,またはMCMCなどの方法で

数値的に推定する｡そして〃の事後期待値は
K

β-E(ply)-∑P(Mkly)E(p‡Mk,y) (16)j..-1

と計算される｡

ペイジアンモデル平均はすでに多くの成果を

あげているが,候補となるモデルに与える事前

確率が主観に依存し場当たり的であることが多

く,また,推定結果はこの事前確率に大きく影

響を受けるという批判がある｡
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2 Smoothed-AIC,B暮C

Bucklandetal.[1997]はモデルの AICおよ

びBICの値 を利用 したモデル平均法を提案 し

た｡この方法はペイジアンモデル平均 と密接な

関連を持っている｡

前述 したようにBICは事後確率 P(Mhb)を

評価 している｡ClaeskensandHjort[2008]に

よれば近似的に

BIC只5-210g(Ak) (17)

が成立する｡そこでP(Mh)が kに関 して均一

であると仮定すれば,(13)式から

PJIL･LZ/lこ
exp(-BICk/2)

∑監1eXp(-BICk/2)
(18)

となる｡(16)式は,モデル平均のウエイ トとし

て

CBIC(Mk)-
exp(-BICh/2)

∑監1eXp(-BICh/2)
(19)

が一つの選択肢であることを示唆 している｡そ

のウエイ トを利用すると,モデル平均の推定量

は

PMA-BIG- ∑CBIC(M k)i2MkMk∈Ju (20)

となる｡この推定量は,smoothed-BIC-based

estimatorと呼ばれる｡

CMAIBIC と同 じ形 を使って,smoothed-AIC-

basedestimatorが

PMA-AIC-∑CAIC(Mk)pMkMk∈Jtl
と定義される｡ただし,

CAIC(Mk)-
exp(-AICh/2)

∑監1eXp(-AICh/2)

(21)

(22)

である｡モデル族 ノ吊 に含 まれる各モデルに最

尤法を適用すれば,各モデルの推定量 とウエイ

トが計算できるため,この二つの推定量の計算

は簡単である｡

3 Mallows'cpを用いたモデル平均

Hansen[2007]は,Mallows'cI,を利用 したモ

デ ル平 均 の 方 法 を提 案 した｡モ デ ル は,

i-1,2,-,n,について

!/.I-it.I+EI
ごヽ｢

pl-∑01xブ7.,I-1
E(elLrz)-o

E(e引xl)-U2

(23)

(24)

(25)

(26)

と線形で表現 されるとする｡(y言,31才,x2t,-‖ま

無 作 為 標 本 で あ り,61が 撹 乱 項 で あ る｡

∑,T=10jXj昌ま,非線形 またはノンパ ラメ トリッ

クな関数の級数展開と理解することができるか

ら,この方法の適用範囲は,線形モデルにとど

まらない｡

このモデルのもとで,xlの最初の k要素だけ

を説明変数とするモデル

A
FLl-∑0,I" (27)i-i

をMkと表す｡最小はMl,最大はMKとする｡

モデル平均の推定量は

〟
巧=∑whk-i(4.A) (28,

となる｡ただ し,77h-(Ol,02,-,Ok)′として,

7̂k-(0̂1,0̂2,･･･,0̂k)′は,77kのMkの も とで の

推定量,wkはMkに与えるウエイ トで,非負で

あ り和 は 1である｡∬個のウエイ トをまとめ

て,u)-(wl,W2,-,WK)′と記そ う｡pのモデル

平均の推定量は,xl-(xll,x2i,･･･,XKl)として,

βl(W)-3縛

となる｡この論文では,損失関数を

n
Ln(W)-∑(βl･(uJ)-Pl)2i-1

として,Mallows'C♪が一定の条件のもとで,撹

失関数の期待値 と定数の和の不偏推定量である

ことが示されている｡ただし,Mallows'C♪は
),I

cn(uJ)-∑(yrX14)2+2cT2k* (29)i-1

と定義 される｡xiは最大モデルに関する説明

変数のデータ行列,また,k*-∑嘗=1Wkkであ

る｡ cn(uJ)を最小にするウエイ トを

ibn-argmincn(u)) (30)W

と定義すると,一定の条件のもとで
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-1 (31)
Ln(an) b

infwLn(W)

となり,lDn は漸近的に損失関数の億を最小に

する最適ウエイトとなる｡

4 PMSE推定量の漸近分布

モデル選択の結果で選ばれたモデルに関して

得られる推定量,ならびにモデル平均法により

得 られる推定量をPMSEと呼ぶ｡通常の推定

量は,モデルが真であるという前提の下で導か

れていることに注意 しよう｡PMSEの漸近分

布の導出を行った論文は,HjortandClaes-

kens[2003],Potscher[2006],Leeband

Potscher[2008〕などがある｡ここでは,local

misspecificationのもとでの漸近分布の導出を

行ったHjortandClaeskens[2003]を紹介する｡

(yl,y2,-,yn)を確率変数yの標本とし,その

蜜度関数を

ftrue'y)-fn'y)-i(y･Oo,γ),γ-ro+吉∂(32)

とする.OoとγOは,次元がpとKのパラメー

ターベク トルである｡最小のモデルは∂に属

す るパ ラ メー ター を含 まず,fna,r(y,0)-

i(y,0,γo),最大のモデルはすべての ∂を含むよ

うなモデルで,ffull(y,0,γ)と表す｡∂に属する

パラメーターの一部を使うことによって,サブ

モデルMs,を構築することができる｡ただし,

SjはMs,に入る∂の添え字の集合である｡♂

の要素のすべての組み合わせを考えると,最大

と最小のモデルを含めて,サブモデルは2K個

ある｡ある母数〃を推定したい場合,そのモデ

ル平均推定量は,β S,をMs,のもとでの推定量

として,

β-∑ C(Ms,)iZs,

)∈2K

と定義される｡

(33)

このような設定のもとで,モデル平均推定量

iZの漸近分布が導出された｡一般的には,

C(Ms,)は確率変数となり,導出された分布は標
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準的な分布に従わず,混合正規分布になる｡そ

して,モデル選択による推定量の漸近分布は,

その特殊ケースになる｡さらに,モデル選択に

より得られたモデルを真のモデルとして信頼空

間を導出した場合,信頼空間が過小評価される

という結果も導かれている｡異なったモデル平

均推定量閏の,リスクの比較も行われている｡

Ⅳ 未解決な問題

PMSEの漸近分布を用いて有限標本の分布

を近似し,､検定や信頼区間の導出を行うのは,

一つの自然な考え方であろう｡しかし,このよ

うな近似では,観測個数の大きさに関わらず,

精度 を高めることが不可能であることが,

Potscher[2006]や LeebandPotscher[2008]

などによって示された｡

以下ではLeebandPotscher[2008]の結果

を説明しよう｡モデルを行列表現で

yl-Xlβ+zlA+£l (34)

と表す｡xiとzlはそれぞれ(1×k)と(1×q)の

非確率的な説明変数の行列,el-N(0,0･2)を撹

乱項,パラメーターをまとめて0-(β′,)')′とす

る｡xlに含まれる説明変数は必ずモデルに入

れるが,モデル選択により,zlに含まれる説明

変数のうち一部を残す｡そして,選択されたモ

デルのもとで,βを含むパラメーターを推定す

る｡

βの推定量βの有限標本の分布をGn,op(b)と

する｡論文は,任意の正値 ∂に関して,Gn(b)

が,

pn,8,g(鶴 (b)-Gn,0,g(b)I,∂)n= o (35)

を満たす,すなわちβに関して,ポイントワイ

ズに一致性を持つ推定量 dn(b)が見つかるこ

とを証明した｡しかし,他方で,(35)式を満た

す任意の一致推定量 en(b冊 ,正値の りと∂に

関して
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RnPn,o･U(len(b)--Gn･o･U(b)i,∂)n=l (36)

を満たすことを示した｡これは,Gn(b)が (‖こ

関して-様な一致性を持たないことを意味す

る｡一様に一致性を持つ推定量が存在しないと

いう結論は,不可能性と名付けられている｡不

可能性はこのような回帰モデルの設定のもとだ

けで成立するのではなく,パラメトリックモデ

ルとセミパラメトリックモデルに関しても成立

する｡さらに,不可能性は殆どのモデル選択の

方法,そしてモデル平均に関しても成立するこ

とが示されている｡

不可能性の結論により,観測個数を如何に大

きくしても,pMSEの有限標本の分布を推定で

きないことが分かる｡だから,有限標本分布の

推定量のもとで,推論を進めることができない｡

BeranandDumbgen[1998]とBeran[2000]

の解決法は,まず,候補となるモデルに対応す

るリスクを推定し,リスクを最小にするモデル

を選ぶ｡次に,選んだモデルのリスクの推定量

の漸近分布を導出し,この漸近分布のもとで,

統計的推論を行う｡彼らは,このアプローチに

基づいて,推定量を中心とした母数の信頼集合

を導いた｡

Ⅴ モデル平均の応用

モデル選択の手法は,広く利用されている｡

それとは対照的に,モデル平均法の応用は,ま

だ数が少ない｡この章では,モデル平均を利用

した研究を紹介し,さらに,実際のデータを利

用して,モデル平均による予測の例を示す｡

1 既存研究

経済理論を実証的に分析する場合において重

要な手法として,モーメント条件を利用した推

定や推論があげられよう｡この手法は,モーメ

ント条件が有限個であれば容易に利用できる｡

しかし,モーメントが多 く存在する場合,すべ

てのモーメント条件を利用すると推定量の性質

が劣化するため,モーメント条件を選択して使

う必要がある｡この間題に関 しては,Mori-

mune[1983]は一つ重要な研究となっている｡

森棟 [1985],Bekker[1994],Donaldand

Newey[200日 を参照 されたい｡そ して,

KuersteinerandOkuil2009]はモーメントが

複数存在するという問題の特殊ケースである操

作変数選択の問題に,モデル平均法を応用した｡

二段階最小二乗法の第一段階でHansen[2007]

が提案したモデル平均の手法を利用して操作変

数の選択を行い,次に,最小の損失関数の億を

もたらす推定量を導出するのである｡

モデル平均の手法を,ボラティリティモデル

の推定や Value-atRiskの分析に応用した実証

研究 もある｡BrownleesandGallo[2008]は

smoothed-AIC,BIC,FICl)の手法を用いてボ

ラティリティモデルの変数選択を行った｡ま

た,Pesaranetal.[2009]はモデル平均の手法

を利用 してValue-atRsikの分析を行い,モデ

ル平均の推定結果に利用できる診断テス トを考

案した｡

2 モデル平均による予測

日経 225のデータに関して,ARCH (Auto-

regressiveConditionalHeteroscedasticity)塑

モデルを推定して,株価指数の実現ボラティリ

ティの予測を行ってみよう｡ARCH型モデル

は,Engle[1982]によって時系列データの分散

不均一性を捉えるためのモデルとして考案され

てから,数多くのバラエティが提案されてきた｡

ここでは,その中の代表的なモデルを,モデル

平均法の候補モデルとする｡以下,それらの候

1) FICはFocLlSedInformationCriterionの略である｡推定対象となる異なった母数の特質に配慮した情報量基

準である｡詳細に関してはHjortandClaeskens[2003〕またはClaeskensandHjort[2008]を参照されたい｡
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補モデルを紹介 しよう｡

2.1 ARCH型モデル

Engle[1982]は時系列データの分散不均一

性を捉えるために,ARCH (q)モデルを提唱し

た｡ARCH (q)では,条件付分散の不均一性が

仮定される｡収益率 rtは,

rt-xtβ+Et, (37)

Et-J扇訂,zi～iidn(0,1), (38)

q
ht-α｡+∑α詔 Hl, (39)Jこ二1

と表されるが,htはrtの条件付分散で,¢ [11

を卜 1期までの情報集合 とすると,rt廟 -1-

N(xtβ,ht)となる｡htあるいはJ后は,ファイ

ナンスにおけるボラティリティである｡ARCH

(q)モデルは,ボラティリティが,過去の

ショックの二乗に影響されることを表現してい

る｡htは条件付分散なので,非負でなければな

らず,αo>0,αl≧0という制約が必要となる｡

推定上は,ARCH(q)モデルを金融データに

適用して,ボラティリティに対す るショックを

表現しようとすると,次数が長 くなるという問

題が生 じる｡これを回避するために提案された

のが,GARCH(p,q)モデル (Bollerslev[1986])

である｡GARCH (p,q)モデルは,ARCH (q)

モデルにボラティリティのラグ項を追加したも

ので

q カ

ht-α｡+∑α leL書+∑ β jh t-, (40)
i-1 ]=l

となる｡ARモデルに MA項を追加すること

で,ARの次数 を減 らせ ることと同様 に,

GARCHモデルにボラティリティのラグ項を導

入することで,短い次数で,データの特性を理

解することができるようになる｡

GARCHモデルにおいても,ボラティリティ

の非負性を保つため,ARCHにおける制約に加

えて,Bj≧0,j-1,2,-9が必要となる｡

実証研究が進展する中で,金融データのボラ

ティリティに関する特徴が明らかになってき
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た｡その一つとして,ボラティリティ変動の非

対称性がある｡非対称性とは,前日の株価変動

の正負によって,ボラティリティの大きさが変

わるという特性である｡経験的には,前日の株

価が下落した場合には,前日の株価が上昇した

場合よりも,ボラティリティが大きくなる傾向

が認められた｡GARCHモデルでは,この非対

称 性 を捉 え る こ とが で きない｡そ こで,

GJR-GARCH モ デ ル,EGARCH モ デ ル,

TGARCHモデルなどが提案されてきた｡

Nelson[1991]に よ っ て 提 案 さ れ た

EGARCH(ExponentialGARCH)モデルは,罪

説明変数のhtをlog(ht)に置 き換 えることに

よって,ボラティリティ変動の非対称性を捉え

ることを可能にし,またGARCHモデルにおけ

るパラメーターの非負制約を除去することにも

成功した｡EGARCH (p,q)モデルは

q
log(h,)-α｡+∑αllOzt-i+r(lzt-iトEh -調子-1

q
+∑β,log(htll) (41)EJ-il

et-偏 ,zt-N[0,1]i.i.d. (42)

となる｡ここでは,β<0であれば,ボラティリ

ティ変動の非対称性が表現できる｡log(ht)は

負債をとることもできるので,パラメーターに

関す る非負 制 約 が不 要 とな る｡た だ し,

EGARCHはGARCHと異なり,etの代わりに

ztでモデルを定式化するため,eiのボラティリ

ティに与える影響が分かりにくくなるという欠

点を持つ｡

LiuandMorimune[2005]は,株価の連続的

な上昇または下落がボラティリティに与える影

響を捉えるため,OGARCHモデル (Overre-

sponseGARCHモデル)を提案した｡ボラティ

リティ式は

ht-αo+α1eXP(¢γi-1)と圭1+βh卜1, (43)

となる｡†,-1は,第 t期まで同じ符号のショッ

クが連続的に現れた日数であり,

γ ,-1=i,lfsign(Et-1)-･･･-Sign(e卜7)
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- -sign(6,-(汁1)) (44)

となる｡αO,α1,β,¢は未知パラメーターで,

ao≧0, al>0,β>0という制約が課せられ,¢

も正億であることが期待される｡したがって,

株価が同じ方向に連続的に動くと,ボラティリ

ティは大きくなる可能性が高いと考えられてい

る｡

2.2 実現ボラティリティの予測

モデル平均を応用するが,GARCH (1,1),

OGARCH(1,1)およびEGARCH(1,1)を利用

する｡モデル平均法としては,SmoothedBIC

を採用する｡データは 1984年 1月9日か ら

2007年 12月25日までの日経 225の日次およ

び週次データで2),サンプルサイズは各々5902

と1242である｡日次データから週次の実現ボ

ラティリティ (RealizedVolatility,RV)を計算

する｡他方,週次データを用いて上記 ARCH

型モデルを推定し,RVを予測する｡

週次の株価をyt,i-1,2,-nとすると,対数

収益率は

rt-100llog(yt)llog(yl-i)] (45)

である｡週次のRVを

)･l(

RVt-∑r デ. (46)i-1

と定義する｡ただし, ntは第 t週の営業日数,

rL,は第 t週第i日の対数収益率である｡ローリ

ング ･ウインドの幅を442とする｡442週の

データを利用 してモデルを推定 し, 1週先の

RVを予測するoこのようにしてローリング ･

ウインドを移動 しなが ら,残 りの800週間の

RVを予測するが,予測の良さを計るため,辛

均予測誤差二乗和

衷 1.

GARCH OGARCH EGARCH

MSPE 95.91 96.26 100.05

MSPE-1 皇(A/lvt- RVl)2
n t-i

(47)

を利用する｡R/tvtはRVtの推定値である｡

SmoothedBICによるモデル平均は2種類計

算して,予測を行う｡一つはGARCH (1,1)と

OGARCIi(1,1)の二つのモデルの平均,もう

一つ は GARCH (1,1),OGARCH (1,1),

EGARCH (1,1)の三つのモデルによる平均で

ある｡モデル平均による予測値は

～ M

RVt-Z CBIC(m)RU M,iプn-1 (48)

と定義する｡Mはモデル平均に使われるモデ

ル数で, CBIC(m)はモデルmに対応するBICに

よって計算されるウエイトである｡結果を表 1

にまとめた｡

BesLBIC-Ⅰは,ロー リング予測の中で,

GARCH (1,1)とOGARCH (1,1)の中のBIC

が小 さい方で予測 した場合の結果 を表す｡

Best-BIC-ⅠⅠは3モデルの場合である｡そして,

2モデルと3モデルは,二つのモデルと三つの

モデル に よるモ デル平均 を表す｡単独 の

GARCH や OGARCH と比 べ て,単 独 の

EGARCHのMSPEが一番大きい｡そして,二

つのモデルによるモデル平均の結果はBest-

BIC-Ⅰよりも良く,最も良い結果を出している｡

三つのモデル平均の結果は,EGARCHのパ

フォーマンスに影響され悪い結果となっている

が,それでもBesトBIC｣Ⅰよりは良い｡

以上は,モデル平均が単純なBICによるモデ

ル選択よりも多少優れていることを示している

が,実証研究を行う際,この結果はいつも成立

するわけではない｡この例についても,ローリ

ング ･ウインドの幅を変えたり,予測期間を長

くしたり,候補となるモデル群を変えたりする

予測の結果

Best-BICJ Best-BIC-II 2モデル 3モデル

96.26 98.77 95.83 97.87

2) データの出所 :Morningstar,Inc.
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ことで,結果が異なりうる｡モデル平均は理論

的に優れているが,それが実証研究に反映され

るには,モデル平均以外のさらなる工夫が必要

である｡

Ⅵ 結論

本稿では,モデル選択の拡張であるモデル平

均に関して,最近の研究成果を概観した｡さら

に,その未解決問題を説明し,応用例を挙げた｡

モデル平均は,リスクの観点で比較すると,単

純なモデル選択より優れている｡また,モデル

平均の漸近分･布が導出されており,モデル平均

による推定量のリスクの評価法も確立されてい

る｡しかし,漸近分布が有限標本分布の良い近

似とはなっておらず,統計的推論は難しい｡こ

の間題を解決するために,BeranandDumb一

gen[1998]とBeran[2000]の方法を始めとし

て,様々な解決法が試みられる必要がある｡
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