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概要

本稿では, Partitionからの reductionによって近似率を導出した事例を三つ,紹介するとともに, それら事
例をもとに, 若干の考察を加える.
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組合せ最適化には, Korte and Vygen [7]等, それ
を書名に冠する成書を見れば分かるように, 多種多
様な問題がある. そんな中, 2001年, 電子商取引の一
部, 組合せオークションにおける落札者決定問題で,

各品物が一つきりではなく複数ある場合(Multi-Unit

Winner Determination Problem)を整数計画問題と
して定式化したものが,実は, 多制約ナップサック問
題 (Multidimensional Knapsack Problem)と同一で
あることが分かった. このように, 一見して何のつ
ながりも無いような事柄がきっかけで, 事態が進展
することもある. 事の詳細については, Pfeiffer [9]を
参照されたい. また, 組合せオークションの概略は,

Kellerer et al [6, 第 15.7節]にも記述がある.

さて, 以下に掲げる三つの問題をご存知だろうか.

実は, まったく関連が無いように見えるこれら三つ
の問題それぞれに Partitionが関係している. Parti-

tion(分割問題)とは, n個の自然数 cj が与えられて,

二分割したそれぞれの総和が等しくなるようにでき
るか否かを, 言い換えれば,

∑
j∈S cj =

∑
j /∈S cj と

できる部分集合 S ⊆ {1, 2, . . . , n}の有無を問う判定
問題であり, NP 完全である (Karp [4]). 以下では,

Partitionがこれら三つの問題に如何に関係している
かを記す.

Bin-Packing ([7, 第 18章])

入力: n個の数 a1, a2, . . . , an (0 < aj ≤ 1).

出力:
∑

j: f(j)=i aj ≤ 1 (1 ≤ i ≤ k)を満たす函数

f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , k}を実現可能な
最小の k, i.e., aj 全部を詰め込むのに必要な容
量 1の瓶の最小個数.

Dedicated (or Identical) Parallel Machine

Scheduling with Resource Dependent Pro-

cessing Times (Grigoriev et al [2])

入力: n個の仕事をm台の機械で処理する. 資源の
割り当て sで仕事 j を行うと, 機械にかかわら
ず pjs時間かかる. ただし,同一時の資源の使用
個数は kを上限とし, 仕事をする間は資源の使
用個数は変えられない.†

出力: 最終完了時刻 (makespan), 即ち, 最後の仕事
の完了時刻を最小にする, すべての仕事の機械

†資源を, 機械に張り付く人と考える [2]. k 人しかいないの
で, 同時に機械に張り付けるのは k 人までである. Grigoriev et
al [2]は, 人が多く張り付くほど仕事の処理時間は短縮される, i.e.,
pj0 ≥ pj1 ≥ · · · ≥ pjk を仮定している. 他方, Kellerer [5]では,
この仮定は無い. 余談になるけれども, この問題への近似アルゴ
リズムに関しては今の所, Kellerer [5]が提案した (3.5 + ǫ)-近似
アルゴリズム (ǫ は任意の正の数)が最良であり, 近似率の限界と
して示されている 1.5 (これについては後述)との間には, まだ大
きなギャップがある. その一方で, Bin-Packing には, First-Fit
Decreasing (FFD: n 個の数を非昇順に並べた後, この順番で各
数を, 番号の若い瓶から見ていって最初に入れられる (First-Fit)
瓶に詰める) および Best-Fit Decreasing(BFD: 先のように番
号の若い瓶から見ていくのではなくて, それが入れられる瓶の
中で最も内容量の多い瓶 (該当する瓶が複数あれば, 番号が一番
若い瓶) に詰める) なる 1.5-近似アルゴリズムがある (Simchi-
Levi [10]). 実際に, FFD や BFD が近似率 1.5 を与える例とし
ては, {0.4, 0.4, 0.3, 0.3, 0.3, 0.3}を考えてみるとよい [7, p.454].
開いている瓶が一つのとき, その瓶に入るなら入れてしまうとこ
ろに, ジレンマがある. Bin-Packing への近似アルゴリズムにつ
いては, Coffman et al [1]に詳しいので, そちらも参照されたい.
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への割り振りと各仕事の開始時刻, ならびにそ
れぞれの仕事の実行時の資源割り当て数.

K-th Heaviest Subset

入力: 整数 c1, c2, . . . , cn, K, L.

出力: {1, 2, . . . , n}のK 個の互いに排他的な部分集
合族 S1, S2, . . . , SK で,

∑
j∈Si

cj ≥ L (1 ≤ i ≤

K) を満たすものがあるか?

P 6= NPを仮定する限り,瓶詰め (Bin-Packing)問題
ならびに処理時間が割り当てられた資源の数に依存
するとした複数同一マシンのスケジューリング(Ded-

icated Parallel Machine Scheduling with Resource

Dependent Processing Times)問題のいずれも近似
率 1.5未満を達成し得ないことが知られている.‡こ
こに, どちらの証明においても, Partitionから当該
問題への reductionが構成されている. 一つ, この二
つの問題は, 両方とも最小化問題であることに注意
されたい.

具体的には,
∑

j∈S cj =
∑

j /∈S cj となる部分集合
Sがある場合を最適値 2, そうでない場合を最適値 3

以上に対応させるように, Partitionからの reduction

を構成している. これにより, 1.5-近似より良い —

最悪の場合でも最適値の 1.5倍未満の値を保証する
— アルゴリズムが, Partitionを解く (求める部分集
合 S の有無を判定する)多項式時間アルゴリズムと
なって矛盾する. 詳細は, それぞれの問題を定義する
際に掲げた文献 [7, 定理 18.1., 系 18.2.], [2, 定理 3.]

を参照されたい.

加えて，K-th Heaviest Subsetも, Partitionから
の reductionを構成できる ([7, p.390, 問 18]). 何と
なれば, nおよび各 cj はそのままに, K := 2, L :=

⌈
∑

j cj/2⌉とすればよい. c(S) :=
∑

j∈S cj として,

‡既に第四版を重ねる [7] では, 近似アルゴリズムの性能を示
す performance ratio と, 問題自体が持つ近似の困難さ (いかな
る近似アルゴリズムを持ってしても超えられない performance
ratio の限界) を示す approximation ratio は区別されるが, 本
稿では, どちらも近似率と呼んでいる. これも余談になるけれど
も, FFD と BFD は, 先述した近似率のみならず, 漸近的近似率
も 11/9 で等しい (Johnson et al [3]). FFD と BFD の類似性
については, Li and Chen [8] の得た結果も興味深い.

c(S1) ≥ L, c(S2) ≥ Lならば,

2L ≥
n∑

j=1

cj ≥ c(S1) + c(S2) ≥ 2L

なので (最初の不等号は天井 (ceiling) 函数の性質
から, 二番目の不等号は S1 と S2 の排他性から),
∑

j cj = c(S1) + c(S2)を得る. 結局, S1(もしくは
S2)が, 求める部分集合 S となる.

前二つの問題と同様, 近似率について考察するた
めに, 判定問題であるK-th Heaviest Subsetに関連
する以下の最適化問題を考える:

最大化 K,

制約条件
∑

j∈Si
cj ≥ L, 1 ≤ i ≤ K,

Si ∩ Sj = ∅, 1 ≤ i < j ≤ K,

Si ⊆ {1, 2, . . . , n}, 1 ≤ i ≤ K.

(1)

ここで,前と同じくnおよび各 cjはそのままに, L :=

⌈
∑

j cj/2⌉として, Partitionからの reductionを構
成する. (1)の最適値が 2の場合は Partitionにおい
て求める部分集合 S が存在し, 1の場合は存在しな
い. この時, (1)に 0.5-近似§より良い — 最悪の場合
でも最適値の半分を超える値を保証する — アルゴ
リズムがあるとすれば,そのアルゴリズムは, 最適値
が 2の時は 2 (> 2× 1/2)を, 最適値が 1の時は 1を
返すことになる. つまり, Partitionを解く多項式時
間アルゴリズムとなって P 6= NP に矛盾する. し
たがって, (1)の近似率は 0.5より大きくなり得ない,

と結論できよう.

ここまで三つの共通点をまとめると, Partitionに
おいて求める部分集合 Sがある場合を最適値 2にな
るように, そうでない場合を 2より悪い最適値を持
つように, Partitionからの reductionを構成するこ
とができれば,最小化問題であれば近似率 1.5が, 最
大化問題であれば近似率 0.5が,それぞれ限界である
ことを示せる, ということになる. 但し, 以上の議論
は, Partitionからの reductionによって得られる最

§最大化問題に対する近似率を定義するにあたっては, 逆数を
取って 2-近似とする流儀もある (例えば [7, p.393]). 逆数を取ら
ない方では, 最大化問題か最小化問題かが近似率からすぐに見て
取れる.
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適化問題の目的函数の値域が整数でなければ意味が
ない.

また, Karp [4] は, Partitionから Max-Cut への
reductionを構成している. Max-Cutは, 次のように
定義される:

Max-Cut

入力: 無向グラフG = (V, E), 枝に正の整数の重み
を付する函数 w : E → N, 正の整数W .

出力:
∑

e∈{(u,v)∈E |u∈S,v/∈S} w(e) ≥ W を満足する,

頂点の部分集合 S ⊆ V があるか?

残念ながら，W の最大化をその目的とする最適化版
の Max-Cutには 0.878-近似アルゴリズムが既に提
案されており (例えば [7, 第 16.2節]を見よ), ここで
の議論は当て

は
嵌まらないことになる.

しかしながら, ここまでの議論を振り返れば, Par-

titionからの reductionによって得られる最適化問題
で, Partitionにおいて求める部分集合 Sがある場合
を最適値 2に限定する必要はないことが分かる. つ
まり, 最適値が k (≥ 2)とすれば, 最小化問題であれ
ば近似率 (k + 1)/k が, 最大化問題であれば近似率
(k − 1)/kが限界である事を導ける. ただ, Max-Cut

については, Karp [4]の構成では, Partitionにおけ
る一つの数 cj がMax-Cutの一頂点 j に対応し, 枝
(i, j)の重みが ci ·cjで与えられることから, Partition

において求める部分集合 Sがある場合に対応する最
適値をあらゆる具体例について, ある値に固定する
には無理がある. 換言すれば, いくらでも大きくで
きる. 例えば, Partitionの例 {M, M − 1, 1}から構
成される最適化版のMax-Cutを考えると (図 1), 重
みM(M − 1)とM の枝二本を切るのが最適 (もと
の PartitionにおいてもM = (M − 1) + 1となる)

であり, このとき, 最適値はM2である.¶

¶Karp [4] の構成では, W := ⌈(
P

j cj)2/4⌉ である. もし
∃S ⊆ {1, 2, . . . , n} s.t.

P

j∈S cj =
P

j /∈S cj ならば, W =

⌈(2
P

j∈S cj)2/4⌉ = (
P

j∈S cj)2. S に含まれる頂点と V \ S

に含まれる頂点をつなぐ枝の重みの総和は
P

j∈S(cj
P

j /∈S cj) =

(
P

j /∈S cj)
P

j∈S cj であり, 今, これは W と一致する. これ以
外の場合では, 必ず (

P

j∈S cj)(
P

j /∈S cj) < W である. 実際,

an optimal cut

M-1

1

M-1

M

M(M-1)

M

図 1: Partition {M, M − 1, 1}から構成されたMax-

Cut

以上, Partitionを基軸とした話題を提供した. 序
文で述べたように, 思いがけないところに問題解決
の糸口が見つかることもある. 本稿が, 何かを生み出
す一助となれば幸いである.
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