
(1)

Brueckner理 論 と

*

変分法の関係について

原 田 稔

Brueckner理 論 のreactionmatrixを 用 い て核 物 質 の結 合 エ ネ ル ギ ーを 計 算 す

る こ とは,reactionmatrixに よ っ てtrialfunctionを 作 り出 して変 分 計 算 を 遂

行 す る こ とに 等 しい こ とを,Brueckner-Levinsonの 議 論 を修 正 ・拡 張 す る こ とに

よ り示 す;Brueckner理 論 は 核 物 質 の 結 合 エ ネ ル ギ ー のuPPerboundを 与 え る。

§11ntroduction

「核物質」 とは現実 の種 々の原子核 の もつ性質 を一般化 し理想化 した仮想

の物 質で,同 数 のprotonとneutronよ り構 成 され,proton間 の ク ー ロ ソ

カ は 考 えに 入 れ ず,核 力 のみ に 支配 され る多 体 系 で あ る。原子核が結合 エネ

ルギ ーと密度に関 して飽和性 を示す事実に よ り 「核物質」 とい う概 念 の有用

性が保証 され る。核力がshort-rangeで あ っ て非 常 に強 い とい う特 異 な性 質

を もつに もかかわ らず 「独立粒子像」が原子核 の多 くの面で大 きな成功 をお

さめてい る要 因を明 らかにす る うえで,核 物 質 は きわ め て重 要 な場 を提 供す

る。 こ うして核物 質の性質 を知 ることに よ り原子核に特有 な性質の理解 を深

め ることが可能 となるのであ る。 さ らに,核 物 質 の諸 性 質 が 至 近 距 離 で の核

力 に非常にsensitiveで あ る こ とか ら,こ の領 域 の 核 力 の ふ る まいに つ いて

の知識 を得 る可能性 もあ る。

核物 質の結合 エネルギ ーはBe七he-Weizsackerの 質 量 公 式 のvolumeterm

*本 文 は 近 くProgressofTheore七icalPhysics(Kyo七 〇)に 投 稿 予 定 の"The

BruecknerTheoryanditsRelationtotheVariationMethod"の メ モ で あ

る 。
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を通 じて現実の原子核の結合 エネルギ ーと結びついてい る。 ところで上に述

べ た よ うに 核力がsingularな 性 質 を もつ た め に,多 体 系 に対 して多 く用 い

られ るHartree-Fock理 論 が 原 子 核 に はそ の ま まで は 適 用で きず,核 力 か ら

核 物 質 の結 合 エ ネル ギ ー一を求め ることは果 されずに来た。1954年 に な っ て,
(1)

BruecknerとLevinsonに よ り,な ま の 核 力 か ら一 旦reactionmatrixと い

う も の を 作 っ て 核 力 のsingularityを く り こみ,こ れ に 対 し てHartree-Fock

流 の 理 論 を 適 用 す る と い う処 法 が 考 え られ た 。Reactionmatrixに は 二 核 子

相 関 の み がexPlicitに と り入 れ られ,他 の 核 子 の 影 響 はPauli原 理 を 通 じ
く　　

て入 ってい る。1958年 に はBruecknerとGarnme1が この処法 に従 って,

当 時 と して は 最 も新 しい 核 力 を用 いて核物質 の結合エ ネルギ ーと密 度を彪 大

な数値計 算に よ り求 めた。結果 は実験 よ り求め られ てい る値 と驚 くべ き良い

一致をみせ た。 しか し,そ の後,核 力 の研 究 が進 む に つれ て,新 しい核 力 を

用 い て 結 合 エ ネル ギ ーを 計 算す ると,ど うも実 験 値 の 約 半 分 しか 再 現 で き
　べの

ない ことが判 りだ した。 このずれ の原因はDBrueckner理 論 の枠 組 自体,

2)用 いた 核 力,3)具 体 的 な数 値 計 算 の過 程,に 求 め られ よ うが,現 在,こ

の3種 の 原 因 がか らみ 合 って い て 決 定 的な ことは 言えない 状況 にあ る。 も

し,2),3)が ず れ の 原 因 で ない とす る と,原 子 核 に お い て は,二 核子 相 関

が 第 一義 的役 割 を な さず,よ り複 雑 な 核 子 相 関 が 必要 とな る。 この よ うな
くの

事情 をは っき りさせ るために,わ れ わ れ は 次 の よ うな立 場 を とった:核 力 の

singularityで あ る 中心 附 近 の 非 常 に強 い 斥 力は通常,無 限 大 の強 さ の斥 力

(hardcore)で 代 表 させ てい るが,こ れ を有 限 の強 さの 斥 力(softcore)と

す る方 が よ り自然 で あ る こと。Bruecknerのreactionmatrix方 程 式 は こ

の よ うな 核 力 のhardcoreの た め に 座 標 空間 で しか 解 くこ とがで きず,し た

が って実 際 の計 算 が 非 常 に 複 雑にな るが,softcoreな らばreactionmatrix

方 程 式 を 運 動 量 空 間 でmatrixelementの ま ま解 くこ とが 可 能 とな り計 算 の

過 程が大変 短縮 され,そ れ だ け結 果 の信 頼 性 が増 す こ と。 つ ま り,2)の 核

力 と して は で き る限 り有利 な ものを採用 し,3)に お い て は 入 り うる不 定 性
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をで きる限 り取 り除いてみ て,上 に述 べ た事 情 が ど う変 わ るか を調べ ること

が先決だ と考えた。われわれは この よ うな立場 で計算 を遂行 して,softcore

を 用 い た 最 新 の 核 力で 結 合 エ ネル ギ ーに 対 す る実験値 の80%以 上 は確 実 に

の

再 現可能で あ ることを示 した。 この ことは原子核では二核子相関がやは り主

要 な役 目をな してお り,よ り複 雑 な相 関 は補 正 と して と り入れれば よい こと

を示 している もの と考え られ る。

ところで,Brueckner理 論 は な ま の 核 力 か ら核 物 質 の 結 合エ ネルギ ーを

求 め る 唯一 の 強 力な 方法で あるが,当 然 の こ となが ら,核 物 質 に 対 す る

Schr6dinger方 程 式 のexactsolutionを 与 え る もの では な い。Exactsolu-

tionに 対 す る近 似 で あ る。Schr6dinger方 程 式 の 近 似解 を 見 つ け る有 力 な手

段 としてRayleigh-Ritzの 変 分 法 が あ る。 この変 分 法 の与 える近 似解 は常に

groundstateの エ ネル ギ ー よ りも高 い値 を与 え る とい う重要 な性 質を もつ。

つ ま り変 分法で求めたエ ネルギ ーは,少 な くて もそ の 値 まで は 再 現可 能 だ と

い う非常には っき りした意味 を もつ。 これに対 してBrueckner理 論 の与 え

る エ ネル ギ ーはgroundstateenergyよ り大 な の か 小 な の か 明 らか で はな

い。 したが ってBrueckner理 論 で 結 合 エ ネル ギ ーが100%再 現 され た と し

て も,用 い られ た核 力 に対 す る真 のエ ネルギ ・一より低 い値 を出 してい る可能

性が残 る。

この論文 の 目的はBrueckner理 論 のreactionmatrixを 用 い て,核 力 よ

り核 物 質 の 結 合 エ ネル ギ ーを 算 出す る手続 は,reactionInatrixか らtrial

functionを 構 成 し,そ れ で変 分計 算 を 遂 行 す る こと と 同 じであ ることを示

す ことにあ る。

§2Formalism

く　ラ

Brueckner理 論 のreactionmatrixt。 一 砺 は 次 式 で 定 義 さ れ る:

ち一賜+覧 一£可 胤+曙 転 )1(
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v・ ・:1]tc,・一 ÷ 碧 幅(2)

こ こ で,v.・ ・vi.dは2体 の 核 力,H。 はkineticenergyの 和 で あ り,t,,。 は

彦、 の,He=H。 十V,のeigenstategy'.に 関 し て のdiagonalpart,EcはHc

の10westeigenvalueで あ る:

HY,・=(H。 十Ve)IYe==EegFe .(3)

　
さ らに(1)式 のQは 鱈 へ のprojectionoperatorで あ る 。(2)式 に てV,は

two-bodyoperatorで あ っ て,通 常 行 な わ れ る よ うなone-bodyoPerator

　　

のsumで は な い こ と に 注 意 し て お く 。 さ て,Brueckner-Levinsonに 従 っ

て,(1)式 で 定 義 され るt、 よ り次 のopera七 〇rを 導 入 す る:

F-1+♀¥1・F・ 一・1+舞 賜轟 ,

Fl・1・=1+{鋭 轟 署 … ,・・F・・,

(4)

)5(

1α=tα 一tc
,α.(6)

　　　
これ らのoperatorの 間 に は 次 のidentityが 成 立 す るtと がBrueckner-

(1)

Levinsonに よ り示 さ れ た:

*Qの こ の 定 義 に 従 え ば
,taに は"ladderdiagram"だ け で な く"particle-

hole"・"hole-ho】e"scatteringも 入 る。 し か し
,中 間 状 態 でholeへjumpす

る こ と に よ るeffectは 非 常 なhighlyexcitedconfigurationの 場 合 以 外 は1/N

(N:粒 子 数)のorderで あ る し,highlyexcitedconfigurationの10weststate

へ のfeedbackに よ るeffectは 非 常 に 小 さ い の で ,通 常 な さ れ る定 義

Q(m・n)一{1:::糠 識 合

と上 で の定 義 の差 に よ るE・ へ のeffectは 無 視 して よい。 しか しfinitenucleus

の場 合 に はappreciableと な るで あ ろ う。

**こ の場 合 も
,定 義 の差 に よ るEcへ のeffectは*と 同 様 な 事 情 に よ り.核 物

質 に対 しては 無 視 して よい と考 え られ る。

***こ の式 に はv 。が な ま の形 で 入 って い るの でhardcoreの 場 合 に は 用 い られ な

い。 しか し,hardcoreよ りsoftcoreの 方 が.よ りrealisticで,結 合 エ ネ ル

ギ ー に 有 利 で あ る こ とは 確 か な 事 実 とな っ て き て い る の で,softcoreの 場 合 に

話 を 限 っ て も議 論 の趣 旨 が 本質 的 にそ こ なわ れ る こ とは な い 。
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(E・一一Homl];Va)F軌 斗 争 ・+v・?t…}照

(5)

+Σ(Q-一 一1)1。F。 Ψ,.(7)

α

わ れ わ れ の 意 図 はq・=FU「,を 七rialfunc七ionと し て,H・=H・+Σv。 の 期
ロ

待 値 を 計 算 す る こ と に あ る。Hのlowes七eigenvalueをE。 とす る と,よ く

知 られ て い る よ うに,Rayleigh-Ritzの 変 分 法 に よ り次 式 が 成 立 す る:

E・≦ 〈ψ1HIψ 〉_<FΨclHIFΨc〈
ψ1ψ〉 一 〈FグclF璽 アc>〉・(8)

こ こでHF鱈 に 対 して,(7)式 を 用 い て 書 換 え て

E・≦〔くFΨcIEcF望c〉+〈F鱈1写(1-Q)・ ・F・IUc>

一〈剛¥{ち
・・♀ ・・+・・?tl…}[F・U"c〉 〕みF蝸 》(9)

<Fグ ・1Σ(1-Q)II。F。Tc>
=E・+ぞ 即

,IFge'.〉

一く叫 叢;誇 掴 〉,⑩

を得 る。⑩ 式の第1項Ecは 明 らか に 粒 子 数Nに 比例 す る量 で あ る。 核 物

質 の場 合はN→Q。 で あ るか ら,(第2項+第3項)/E,→OasN→ 。。 が 言

えれ ば,E。 ≦E,が 成 立 して,わ れ わ れ の 目的 が 達せ られ る。 以下で ⑩ 式 の

第2項 と第3項 のN-dependenceを み る こ とにす る。

§3N-Dependence

⑩ 式 の 第2項,第3項 のN-dependenceは 既 にBrueckner-Levinsonに

よ っ て 調 べ られ,第2項ocNでE。 へ のcorrectionを 与 え,第3項=N-inde-

pendentでIIlaintermE。 に 対 し て は1/Nのcorrectionし か 与 え な い と

(8)

され て い た が,そ の 後Bruecknerに よ りunlinkedclusterの 問 題 が 出 さ

れ,第2項 の 寄 与 の 中 に は,Nの 高 次 の 巾 に 比 例 す るtermが あ る こ とが
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指 摘 さ れ,Brueckner-Levinsonの 得 た 結 論 は 正 し く な い こ と が わ か っ た 。

彼 ら の 議 論 で は,FはunitaryoPeratorと し て 扱 っ て い る が 実 はFは

unitaryで は な い:

〈Fグ.IFy「c>≒<i7c1Ψc>=:1.⑪

Fもunlinkedclusterを 生 み 出 す の で あ る 。 し た が っ て,分 母 の 〈FΨ,IF銑 〉

のunlinkedclustercontributionと 分 子 の 〈F!V,1Σ(1-Q)II。F。YTc>,あ る
ぴ

い は 〈FY・・1¥{ち ・・?-1・+・3≠ ・・a}隅 〉 か ら 出 て く るunlink・d・lu・t・ ・

contributionと がcance1す る事 情 に あ るが,こ の こ と を 次 に 調 べ る。

A.Normalization:<FψolFΨ6>

④ 式 を 用 い て 変 形 す る と,

〈F!V',lFgy',〉=〈7。lF†Fl!Vc>

一くer・1{1+¥肌 ・(Q
e)†距 曾¥・ ・F・}阻〉

一く珊+〈9V・1¥F・ ・…(♀)†ll;P・・〉+〈鱈1舞 ・・F・1erc>

+〈9P'・1¥F.tl.・(?)†(9)¥・ ・F・陽 ⑫

とな る 。 こ こで †印 はhermiteconjugateを 示 す 。 ⑫ 式 で 第2項,第3項

はQ-operatorの た め に ゼ ロに な る;

〈F購 〉=-1+〈銑i¥珊(9)†(9)¥卿 歎〉

-1+(1/4)器 濡〈璽「司Fkel!Te〉・鶴 ・配†(曾)†(9)・P・q…IW'n>

×〈ernlF,、IY7'c>.⑬

次 に ⑬ 式 の 第2項 目 のN-dependenceを み る た め に,次 の よ うに 変 形 す る:

第2項=(1/4)Σ Σ Σ 〈IF(P9,hl;R)IF陀`阻 〉*
Rε ∫解parS

×<望(rs,il';R)lFrslY"c>

〈gpr(P9・hl;R)1・ ・・… †(3)†(?)・ 訓 蟹(蘭;R)〉 ・ ⑭
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こ こでRは@ん1)ま た は(P9,rs)以 外 のN-4ヶ のnucleonのstateを

示 す,i・e・ ・グ(P9・kl;R)と Ψ(鵤 励R)と は(P9.hl),(禍 の の4ケ の

stateだ け が 異 な る。

〈U7・(P9・hl;R)IF司7・ 〉の 形 のmatrixelementはFktの た め にunlinked

clusterを も ち,Nの 高 次 の 巾 のtermを 含 み そ れ のexplici七evaluationは

容 易 で は な い 。 そ れ で,上 に も述 べ て き た よ うに,こ の よ うなhigh6r-power

termが 分 子 に だ け で な く 分 母 のnormalizationtermに も 出 て くる の で,

ま た わ れ わ れ が 知 りた い の は ⑩ 式 の 第2項,第3項 のN-dependenceで あ

っ て,そ のabsolutevalueで は な い の で あ るか ら,分 母,分 子 のN・dePen-

denceを 正 し く保 存 し,そ のratioのN-dependenceを 知 る よ うに す れ ぽ よ

い 。 これ がideaで あ る。 こ の 方 針 に 沿 っ て,

Y(N,R)=〈 Ψ(勿,hl;R)IFiCLIU",〉,⑮

X(N・R)一 〈yy'(P9・hl;R)1・,・ ,,・†(♀)†(?)1・ ・…ISV'(吻;R)〉 ・ ⑯

と お く。 上 式 に て 〈望(P9・hl;R)lF副7ゆ は(P9,hl)に つ い て くΨ(Pq.hl;

R)IF副 鱈 〉 を 平 均 す る こ とを 示 す 。 同 様 に ⑯ 式 で は(Pg・hl・ の に つ い て

の 平 均 を 示 す 。 こ こでN-dependenceは(P9,kl)ま た は(P9.kl,の に は

indePendentで あ る こ とに 注 意 す る 。Y(N,R)のN-dePendenceは 複 雑 で

あ る が,X(N,R)のN-dependenceは 割 合 に 簡 単 で 次 の よ うに な る:

　　9::::欝 雛1鵬a71
覧 る場 合 。

これ ら の 差 異 は ⑯ 式 にenergydenominatoreを 含 む と こ ろ か ら生 じ る。

a4式 に て(ij,hl),(Pg・rs)に そ れ ぞ れInomentumconservationが 作 用 す

る か ら Σ Σ は(N4-1)L'…N6のfactorを 生 む 。 以 上 ま と め て 次 の 結 果 を
`」初pqrS

得 る:

⑭ 式=・constan七 ×ΣN6・Y*(N,R)Y(N,R)X(N,R)　
～N6・ Σ{Y(N,R)12・X(N,R) .⑯

R
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B・ 〈Fer,1Σ(1-Q)1。F。Y"c>

1-Qは 凱 を と りだ すoperatorで あ る か ら,

〈F軌1Σ(1-Q)1。F。 銑 〉==〈凱1Σ1。F.IV,〉
窮 α

一÷潔
、例 …,・凸 ・阻 》

⑲

と な る 。 さ らに こ れ を 玩,kl,と 恥 のmatrixelementの 積 に 分 け る

Σ 〈ψ』11,ゴ,klFk,`1凱 〉一 Σ Σ 〈朔1氏 媚i鑑 〉〈9P,T.IF・d?r,〉
ε錦 召 ε∫郁 ㎜

一 Σ Σ 〈Y7'(kl・il)IF㌃`阻 × 刎llゐ 」〉.⑳
ε∫郁 拠

こ こ で 望(hl・ij)は 観 と(hl・i])stateだ け が 異 な る 。 した が っ て,

y]'(kl,の=ゲ(kl,ij;R)R=e==Vi"(kl,ij;0),(2D

で あ る 。 〈刎Il々1>～N-1で あ る か ら結 局 次 の よ うに な る:

〈F凱1Σ(1-Q)1。F。 阻 〉
α

=constant×N3× 〈㌍(hl,ij;0)lF副 耽 〉×N-1～N2・Y(N,0) .⑳

c〈 瑚 写{彦・,3・ ・+・3彦 ・,・}1照 〉

Aの 場合 と同様にFの 定義を代入 して変形す る

〈F叫 …?・cr+曙 ち・・}IF・Vc〉

=一¥〈嬬1{1螺Fβ †・β†(?)†}{転3{・+書 帰 購 〉

一写例 浮 橘 陶+署 く嘱 †・β†(♀)†転争 購 〉

+冨〈軌IFβ†…(?)†浮 刷 鱈〉・ ㈱

尚,こ こで 例 転争 眼 〉一・なることを用いた.㈱ 式の第 頭=-J・,

第2項==J2,第3項 一一J3と お く。

」・・J、 一Σ 〈V・1・ 。?t,,。F。1V・ 〉
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一÷ 濡 く銑1・ 姻(♀)t・ ・1…陶 〈Vm1F・ ・i1Vc> ・ ⑳

しか るに ・ 〈銑 隔 ・(?)転 ・・陶 に てn・n-vani・hing・ ・nt・ibuti・nを 与

えるのは 殊 がexcitedstateに2ケ の 粒 子 を もつ 時 だ け で あ る。 した

が っ て 〈?〉-N・ で あ る.tkl,・1'-N-IJ伽 一N-・ で あ る か らJ1のN-

dependenceは ⑳ 式 にN'-1を か け た もの に 等 しい 。 ゆ え に 伽 式 よ り,

J1～N2・Y(N,o)・N-」N。Y(N,o),

を得 る。

」2:

1

距一署仰 β†・β†(♀)ち・争 測 鱈〉

=デ 署 濡 謬 μ(P9・hl;R)IF・ ・igP'・〉*〈V(7吻;R)IF・ ・阻 〉

()†

()

†

㈱

×〈q(P9・hl;R)1… ,・,・♀t,,,,,♀ ・P,,・・IYV(吻;R).㈱

し か る に,〈T(Pq,hl;R)1…,・ ・聲 †t。,,。,?・ 　 ㎎ μ(・ 吻;R)〉 の

N-dependenceは,normalizationに 出 て く る

働 ゐ1;R)1・ ・」・ntt(?)† 躰 刈 望(・s・i」;R)>tlctpq,pqか ら出 るN-・

を か け た も の に 等 し い 。 ゆ え に ⑱ 式 を 用 い て 次 の 結 果 を 得 る:

J2～N6・ ΣIY(N,R)12x(N,R)・N-1R
=Ns。 ΣIY(N,R)12X(N,R) .⑳
R

」・・J・-1

,1〈Y"clFβ†… ♀ †v・?t… 阻>

1

×〈er(P9・kl;R)隔 † ♀ †・。,,,、?trs,r、IY"(切;R)〉.㈱

上 式 と㈱ 式(J2のexpression)を く らべ て み る と,最 後 のmatrixelement

の中で'_♀ ・　 …一 ・_私,詑 変わっているだけである.し

()

=課 湯 譲 μ 吻 ん1;R)IF・ ・elY"・〉*〈Y7'(吻;R)IF・ ・阻 〉

()



N2・ Σ1Y(N,R)12-`7N6・ Σly(N,R)12x(N,R)
RR

≦Σ 緩畿1・ ・
R

Y(N,R)はNの 高 次 の 巾 を 含 ん で い て,

Y(N,R)→QoasN→oo,

で あ る こ とか ら次 の よ うに な る:

〈FΨ,1Σ(1-Q)li。F。T,>1

ぞ酬F凱 〉 →OasN→..・

(10)式 の 第3項:

〈FU・・1¥・{t・,3?・(v+曝 ・}隅 〉

〈FU「,lF望「c>

NS・ΣIY(N,R)12X(N,R)

～R=N-1→OasN→OQ
N6・ ΣIY(N,R)12X(N,R)'
R

したが って ⑩ 式 はN→ 。。 の核 物 質に 対 して

E。≦Ec,

とな りわ れ わ れ の 目的 は達 せ られ た。

(10)人 文 研 究 第36輯

た が っ てJ3のN-dependenceはJ2,と 同 じ で あ る:

J3～N5・ Σly(N,R)12x(N,R).⑳
R

以上 を まとめ て,⑩ 式 の 第2項,第3項 のN-dependenceを 知 る ことが

で き る。

(10)式 の 第2項:

側 琴講 弊 〉一遡 鍔ぜ黙 爾 .⑳
R

⑳ 式 を 考 慮 す る と,

HFY(N,0)<.__..._N2・Yq墨P》 一一.一

⑳

㈱
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§4Conclusion

以 上 で み て き た よ うに,hardcoreを も た な いinteractionが 支 配 して い

る核 物 質 に お い て は,Brueckner理 論 のreactionmatriX方 程 式 を 解 い て

得 られ るmodelenergyE,は 真 のenergyE。 の 上 限 を 与 え る こ とが わ か っ

た 。Brueckner理 論 はHartree-Fockmethodの もつ 変 分 的 性 格 を 保 存 す

る も の で あ る こ と が 明 らか に な っ た の で あ る。
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