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勾 配 法 と 変 分 問 題

古 瀬 大 六

§1前 書 き 一

多 くの物 理 現 象 の 均 衡状 態 が,或 る函 数(ポ テ ンシ ャル函 数)の 極 大 又 は極

小 の点 と して記 述 で きる こ とは,周 知 の通 りで あ る。与 え られ た初 期状 態 か ら

ス タ ー トして,そ の 均 衡状 態 に 向 って収 束 す る過 程 も また,上 記 の 函数 の 勾配

(gradient)に 等 しい力 を うけ て,そ の 力線 上 を進 む過 程 と して,記 述 で きる

場 合 が 少 くな い。

同 じ手 法 を,経 済諸 量 の運 動 の表 わ し方 と して利 用 で き るに ちが い な い と気

が つ い た最初 の 人 は,MITの サ ミュエ ル ソ ソで あ った。 彼 の最 初 の着想 以来

現 在 まで,約10年 にわ た って,こ の ア ナ ロ ジ ーを追 求 し よ うとす る多 くの試 み

が行 なわ れ て きた。 然 し,そ の試 み は,よ うや く開 始 され た ば か りで あ り,今

後 開 拓 しなけ れ ぽ な らな い幾 多 の 問題 が 残 され て い る。

そ の一・つは,与 え られ た函 数 の極 値 点 を 求 め る問題 か ら,更 に,与 え られ た

函数 を極 大又 は極 小 に す る よ うな函数 を求 め る問 題 に進む ことで あ る。 数 学 的

に は,単 純 な 極値 問題 か ら,複 雑 な変 分 問題(variationalprob1㎝s)に 進 む こ

とを意 味 す る。 も う一 つ の残 され た 問題 は,勾 配運 動(gradientmotion)を,

単 な る紙 上計 画 の や りと り,取 引所 に お け る ワル ラス 的thtonnanent過 程 と し

て で な しに,現 実 の生 産 ・現 実 の 消費行 動 と して表 わ して み る こ とで あ る。 現

実 の経 済 活動 に な って くる と,一 た ん実施 した生 産 ・消費 は,後 で これ を取 消

す こ とは 不可 能 で あ り,売 れ 残 り在 庫,生 産設 備 の遊 休 が発 生 して きて,そ の

行 動 方 程 式 は 非 常 に複 雑 に な って くるで あ ろ う。

以下,こ の論 文 で取 り上 げ よ うとす るの は,こ の うち の 第 一 の 問 題,す な

わ ち,変 分 問題 を 勾 配 法 に よ って解 くこ との可 能性 を追 求 す る こ と,で あ る。

これは,数 学 的 に 多 くの 困難 が 予想 され る問題 で あ り,筆 者 の貧 しい数 学 的能

力 を 以 て しては,完 全 な解 決 を与 え る こ とはむ つ か しい。 た だ,こ の よ うな重
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要 な問題 が未解 決の まま残 されてい ることを指 摘 し,よ り優れた人 々の興味 と

欄 心 とを呼び起 す ことがで きさえすれ ぽ,こ の論文 の役割 は果た された もの と

い って よいであろ う。

§2変 分 問 題(discreteな 場 合)の 勾 配 法 に よ る解 法:一

変 分 法 の どの教 科 書 に も出 て くる典 型 的 な変 分 問題 は,次 の よ うな もの で あ

る。 閉 区 間 膨,勿 に お いて連 続 な変 数 κと,同 じ く連 続 な 函数 〃(κ),伽/旗 を

考 え る。 この三 つ の変 数 に つ い て の連 続 且 つ微 分 可 能 な函 数F{u(x),du/dx,x}

が 与 え られ た と き,

う
」(u)==J"1F{u(x),du/dx,x}du

'を最 小 に す る函数U-ti(X)を 求 め よ
。 た だ し,

u(a)・…Co,u(b)=c、

とす る。

わ れわ れ が 知 って い る勾配 法 は,こ の よ うな停 留 函数 π(κ)を 求 め る問題 に

つ い て で は な く,停 留 変 数(苅 ,…,κの を 求 め る問 題 に つ い て で あ る。 そ こで

:連続 函 数u(x)を ,Axを 問題 とす るn個 の 区間 に 区切 って,u、,u2,…,Unと い

うn個 の変 数 の組 に よって近 似 的 に表 わ す こ とを考 えて み る。 こ うすれ ば,こ

の 変 分 問題 は,普 通 の型 の 極値 問題 に書 き換 え られ,従 って,勾 配 法 を そ の ま

まの形 で 適用 す る ことが可能 とな る。 す なわ ち,問 題 は,

」(u)≡ 三F価 ・一綜 磐 ・x・}

を 最 小 に す る π・,…,砺 の値 を求 め よ,と い うこ とに な って くる。 ただ し,

賄 一α,協=`・ とす る。

この 函数Fが,す べ て の変 数U、,…,砺 に つ い て 凸函 数 で あれ ば,そ の 停 留

値 は 同時 に大 域 的 な最 小値 に一 致 す る。従 っ て,任 意 の 初 期値 か らス タ ー トす

る勾 配 方程 式 の解 は,こ の 極小 点 に 向 って収 束 し,そ の 極 小 点 で安 定 的に 停 止

・す る
。 す なわ ち,変 数 π1,…,晦を,こ の 勾配 運 動 に 要 す る時 間tを パ ラ メ ー タ

ー と して表 わ せ ば ,勾 配運 動 方 程 式 は,
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∂Σ轟、F価,(Ui一 吻一、)/dx,x`}

一3-一

∂κ`

∂F{Ui,(Uf,-Ztt-1)/dx,,Xt} ∂F{eCt+1,(Ut+1-Ut)/dx,Xt+1}

∂吻 ∂暫`

(i-1,…,n)

。と な る 。 こ こ で,簡 単 の た め に,F{Ut,(Ut-Ui.1)/dx,Xi}をF(Xi)で 表 わ せ ば,

dUt(L) __∂F(Xi).∂u`_型 幽)_.一 ∂{(u`-Us-・)/dx}

漉 一 ∂π ∂π`∂(伽/礎)∂ π`

_∂F(塑1)一.∂{(th・ ・一一Ut)/dx}

∂(du/dx)∂Us

- 一」 肇絆 一」魏 砺 ・7
.+1{蕩 誌 ・2x

(i=1,…,n)

.と な る。

これ は,典 型 的 なconcaveprogrammigに つ い て の 勾 配 運 動 方 程 式 で あ り,

どの 初 期 値 か らス タ ー トして も,必 らず,問 題 の 最 適 解 に 収 束 す る。

§3変 分 問 題(連 続 の 場 合)の 勾 配 法 に よ る 解 法:一

上 の 連 立 微 分 方 程 式 に お い て,κ 軸 の切 り 目を 無 限 に 細 か く して 行 な っ た な

らぽ,式 の形 は どの よ うに 変 化 す る で あ ろ うか 。 まず 個 々 の 微 分 方 程 式 に つ い

て 考 え て み よ う。n個 の 数x、,…,thは,こ れ に よ っ て,c・ か ら6,ま で の 閉 区 間

内 の す べ て の 実 数 値 を と る こ とに な る。u1,…,thも,従 っ て,xに つ い て の 連

続 函 数 μ② の κ一筋,…,κ 一 κ。に お け る値 に 外 な らな い こ と に な る。 そ れ 故,

上 の 式 は,次 の よ うに 改 め られ る。

∂u(Xt ,の __∂F{π(Xt),du(Xt)/dx,x}_∂F{u(Xi),du(塑/dx,Xi}..-1-一
∂t-∂u∂{du/dx}dx

+∂F{u(Xt+1),du(Xi.、∂伽/礁})/dx・Xt+1}・ ・孟

一 一 ∂F{u("・)・ 響)/d"・x・}+d〔 ∂F攣)1-ld;7・ ・,・u
.(x`)攣}〕/dx

σ=1,…,〃)
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次 に,dx→Oに な るに従 って,i番 目の 方 程 式 と,(i+1)番 目の 方 程 式 と

の 間 の 間 隔 も無 限 に小 さ くな るか ら,全 体 系 は,次 の 唯 一 つ の偏 微 分 方 程 式 に

ま とめ上 げ られ て しま う。

∂u(x,t)∂F{u(x),du(x)/dx,x}

∂∫ 一 ∂π

+d〔 ∂F{u(x)・du(裂 姻/∂(du/dx)〕

更に簡単化 して,

弩 一一 鶉+d{∂F/∂ 夢/璽

この右辺 が,与 え られた変分 問題についてのEUlerの 微分方 程式に 外な ら

ない ことに,読 者は直ちに気附 かれ るであ ろ う。

§4-・ つ の 計 算 例(最 短 曲線):一

二点 α,∂を結ぶ最短曲 線 は 直線 である こと,勿 論で ある。 これ を変分問題

として表わ すな らぽ,そ れは,

1(の 一∫ン ガ(x)・+・dx

u(a)==c、,u(b)-c、

を 最 小 に す る 函 数 π(κ)を 求 め る こ と に 等 しい 。 そ の オ イ ラ ーの 微 分 方 程 式 ば

F.・・Oで あ るか ら

d{御 樂/爾L4{
ゾ藩+、}/dx

u"(x){u,(x)貧+1}一 ・uノ(x)2ulノ(x)

==面
・(x)・+1・{u・(x)・+1}

π"(κ)
=/

{u・ω ・+・}・一=0

と な る。 従 っ て,そ の 勾 配 運 動 方 程 式 は

∂π(畷)π"(κ)

∂t㍉/{〆(x)・+1}・

で表 わ され る。
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こ蝋 の一∫ニゾ π・(・)・+・師 区間[醐 上 の すべ て の点 飾において,

詔(κ`)の 凸函 数 で あ る こ とは,次 の よ うに して証 明 され る。

凸 函数 の定 義 は,二 つ の 任意 の連 続 解 π(の と 廊(め とに つ い て,次 の不 等

式 関係 が成 り立 つ こ とを要 請 して い る。

λ」(の+(1-一 一A)」(の>」{Zu十(1・-A)ti}

われわれの問題としている函数 」ω 一∫}爾 嗣 蝋 め 条件を満た

し て い るか ど うか を検 討 してみ よ う。

λ1(の 十(1--1)」(の

一 λ∫:ゾ 〃(x)・+・dx+(・-Z)1:i/it7(・2)+・dx

J{λu十(1-一 λ)ti}

一∫]v■v(x)+(・ 一岡 評 可 旗

一∫}/7・・u・(x)・+(・-R)殊)・+2λ(・ 一λ)ガω 醐+・dx

何 れ の項 も非負であ るか ら,そ れぞれ二乗 した ものの大小を比べ れぽ よい。

{λ」(u)十(1一 λ)」(の}2

-∫:・ ・{u'(x)・+・}du+1:(・-Z)2{ti・(X)・+・}dx

+てb2λ(、-Z)i/b・ ② ・+f1/髭 ・(。)・+、dx
・α

=・1
.lz・u・(・)2dx+∫:(・-z)・a・(x)・dx+∫:{z・+(・ 一λ)2}dU

+∫:2λ(・ 一λ)・/u・(κ)・+・ ゾti・(κ)・+・4κ

」伽+(1一 λ)it}2

-∫:・ ・ui(・)・dx+1:(・-a)・a・(・)・dx+∫:・dU

+転(1-z)〃(x)ti・ ω 諏
馬 α
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∴{λ 」「(u)+(1一 λ)1(の}2-」 伽+(1-Z)ti}2

∫二2Z(Z-・)dU+∫12λ(・ 一λ)ゾ 綱+・ ゾ 〃(x)+・dx

∫:2λ(・一一R)u・(・)〃(x)dx

∫12λ(1-A)・/u・(x)・+・Vfi・(x)・+・dx

∫二2λ(・-a){u・(x)ti・(x)+・}dx

-2λ(・-A)∫1〔 〃(x)・+・ ゾ 露W+・ 一{u・(x)ti・ ω+・}〕dx

上 の 式 の 係 数 は2λ(1一 λ)非 負 で あ り,V/uノ(x)2+1>0,ゾ7(κ)2+1>0で

あ る。 従 っ て,も し も最 終 項{uノ(x)ti1(x)+1}が 負 で あ る な らば,全 体 は 必 ら

ず 正 と な る。 最 終 項 が 非 負 で あ る な らば,被 積 分 項 の 二 乗 を と っ て 比 較 す れ ば

よ い 。・す な わ ち,

{ゾfi・(x)・+1V/ti=・(x)・+1}2-{ガ(x)π ノ(x)+1}2

={u!(x)2十1}{廊!(x)2十1}一{u!(x)2露!(x)2十2ui(x)ti!(x)十1}

=uノ(x)2十ti!(x)2-2u!(x)til(x)

={ガ(x)-tit(x)}2>0{u(x)キti(x)}

と な り,u,(x)〃(x)+1の 符 号 の 如 何 に か か わ らず

{λ.1(u)十(1-Z)ノ(の}-」{λu十(1一 λ)ti}>0

(舛 の

で あ る こ と,す な わ ち,/(の がUの 厳 密 な 意 味 で の 凸 画 数 で あ る こ とが 証 晦

され た 。 この 凸 函 数 性 は,勾 配 方 程 式 の 任 意 の 初 期 値 よ りの 収 束 性 を 保 証 す る

も の で あ る 。

§5不 連絡 函数 の場合:一

与 え られ た変 分 問題 の最 適 解u(x)が,閉 区間[a,bコ に おい て有 界 では あ

るが,有 限 個 の不 連 続 点 を もつ 場 合,す なわ ち,u(x)がpiece・wiselinearな 場 一

合 が 少 な くな い。 勾 配 法 が,こ の よ うな場 合 に もな お,正 しい 解 を与 え る こ と

の で きる よ うな配 慮 を 加 えて お くこ とが望 ま しい。
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任意 の初期解 μ(め か らスター トして,不 連続点 を含む最適解 擁(ゆ に収束.

す るためには,そ の収束過 程 の どこかで,連 続 曲線 に突然不連続点が現われて

こなけれ ばな らない。 そのためには,そ の点 において,吻/ぬ が正又 は負の無

限 大にな る必要が ある。そ の結果,そ の点におけ る πの値 は正又は負の無限大

に跳 ぶであろ うが,最 適解 におけ る π(κ)の値は,そ の切 断点において勿論 あ

る有限値 を とるはず であるか ら,そ の よ うな無限遠 点への飛 躍は,正 しい解を

与 えない。 すなわ ち,前 述 の勾配方程式は,π の不連続切 断点におけ る正 しい・

値 を与 えては くれ ない。

これを解決 す るための一つの対 策は,π(κ)の 代 りに,

∫=u(・)d・一σ(x)

を使 うこ とで あ る。 顔 め が 有 限 個 の点 に おい て 不連 続 で あ って も,そ れ が有

界 で あ りさえ すれ ば,そ の積 分 値 σ(め は 連 続 曲線 に な る。 従 って,勾 配方 栓

式 ∂U/∂'一一δ1「/∂U+d{∂F/∂(du/dx)}/dUを 積 分 して,

51{δμ(τ)/∂τ}dr--tlit(∂F/∂4)dτ+∫zd{∂F聖 警/漉)}-dU

∴ 一幣L∫1∂F(筋 σ!,σ"∂σノ)-de+∂ 興 響 卿 磁

とすれ ば,困 難 を回避す る ことがで きる。

この右辺 は,被 積分函数があ る点で無限大又 は無限小に なった として も,そ 一

れを積分 す ることに よ りその値 を有 限にお さえ る(そ の点で不連続 な値 を とる

けれ ども ±。。には な らない)こ とが可能 にな る。従 って,び(κ,')は この点 で

そ の傾 きは不連続 的に変 るけれ ども,曲 線 自体 と しては切れ 目のない連続 な嵐

線 と して収束を続け る ことがで きるわ けであ る。

§6条 件附 き変分問題の場合 一

concaveprograminingproblems,す なわ ち,不 等 式 条件 附 き極 値 問題 が,そ 一

の ラ グ ラ ンジ ュ函数 の鞍 点 を求 め る問題 に外 な らない こ と,従 って,そ の場 含

に も勾 配 法 の適 用 が可 能 で あ る こ と,周 知 の 通 りで あ る。 とすれ ば,い まわ れ.

わ れ が 問題 と して い る変 分 問 題 につ いて もまた,同 様 の取 り扱 い が可 能 に な ひ
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ψましない だ ろ うか 。

例 えぽ,次 の1(の を 最 小 に す る問 題 を考 えて み よ う。

ノ(の 一,gbF(緬/dx,κ)dx
ゆ ω

一∫=・(π
,剃 旗,τ)必 ≦ ・

u(x)≧0

(6.1)

(6.2)

(6.3)

こ れ に対 応 す る ラ グ ラ ンジ ュ函数 中 φ@,λ)は,

1]φ(u・1)dt・=∫:〔F(u,du/d・,x)一 λω ∫♪(u,d・/dx,T)d・]dt

で あ り,そ の勾配方程式は

∂響 一一一鵠+幽 璽 雲π/dx)L」 器+∫ シ(・)d・釜

+櫛 讐 瑚 一∫ン(・)μ ∂θ/∂騨)}

∂λ(凝) _∂ φ

∂診 ∂λ

(6.4)

d{∂φ/∂(醐L -∫ 争(u ,du/dx,・)dr… …(6・5)

iとな る。 た だ し,上 の(6.4),(6.5)の 右 辺 につ い ては,そ れ ぞ れu(x,t),

A(x,t)が0叉 は 負 で あ って,か つ 同時 に そ れ ぞ れ の 右 辺 の値 が 負 で あ る よ う

な 区間 に つ い て は,0と な る もの と約 束 す る。 これ は,非 負変 数 の 勾配 問題 を

扱 う場 合 の 周知 の テ クニ ックであ る。

FがUの 厳格 な 凸 函 数 で あ り,か つ,GがUの 厳 密 な 凹 函 数 で あ るな ら

ば,上 の 勾 配運 動 は,勤 期 値 の 如 何 に か か わ らず,与 え られ た 問題 の 最 適 解

瘍(め に収 束 す るで あ ろ う。 そ うして,こ の最 適 解 廊(め,λ の収 束 値 ズ(め に つ

～・て,下 記 の関 係 式 が成 り立 つ で あ ろ う。

-S'+d{∂ 傑 醐}+∫:z(・)dr〔 器 一 ∂F/∂絆 爾}〕 ≦・

(6.6)

姻)〔 一 蕃護+d{∂F/∂ 繋/dx)}+∫:a(・)嬬

一∫:x(i)汝 姻 ∂舞醐}〕 一・(6 ・7)
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一∫iG(璃 脚)d・ ≦・

禰 ∫裾 畝 ・)d・一・

9一

(6.8)

(6.9)
α

これは 同時に,双 め,露(め が与 え られ た変分問題 の最適解 であ るための必 要

十 分条件 で もあ る。

§7生 産 計画 問題へ の応用 例:一

前 節 の(6.6)～(6.9)が,不 等 式 条 件 附 き変 分 問 題 の 最 適 解 に つ い て この 必 要

一十 分 条 件 で あ る とす る な らば
,例 のArrow,KatlinandScarf:Studiesinthe

MathematicalTheoryofInventoryandPrOduction,StanfordUniv.Ptess,1958

の 中 に 記 され た こ の 種 の 問 題 に つ い て こ の す べ て の 結 論 は,こ の 四 つ の 条 件 式

の 中 か ら,完 全 に 導 き出 す こ とが で き る は ず で あ る。

そ の 手 始 め と して,ArrowaPdKarlin:PrOductionoverTimewithIhcseas㎏

.MarginalCosts,Chapter40ftheabOre"Studies",PP.61～69を 取 り上 げ て み よ

う。 与 え られ た 問 題 は,次 の よ うな もの で あ る。

r(x)… … …x時 点 に お け る需 要 のrate

ζ(x)… … …x時 点 に お け る 生 産 のrate

ア(κ)… … … κ 時 点 に お け る在 庫 量

C(ζ)… … … 単 位 時 間 当 りの 生 産 費,但 し9の 単 調 増 加 且 つ 凸 な 函 数 と

す る。

ゐ 単 位 時 間 ・単 位 在 庫 量 当 り在 庫 費 用 。

以 上 の よ うに 定 義 され た 記 号 を 使 え ば,一 定 期 間(0≦x≦T)内 の 需 要r(x)

"を完 全 に まか な うこ と の で き る生 産 計 画9(X)の うち で
,総 原 価 の 最 も低 い も

の を 求 め る問 題 は,次 の 条 件 を 満 足 し,且 つ1(9)の 最 小 値 を 与 え る函 数 乏(x)

ごを 求 め る変 分 問 題 に な る。

i(9)・ ・ll〔c{9(x)}+h{Pt(・)+∫:9(・)d-∫:・(・)d・)dt… … ・一(7.・)

ホ ホ

～、・(・)dt--Pt(・)-J'Er(・)d・ ≦ ・ … … …(7・2)
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Z(x)≧0

この問題悶 す るラグラ ンジユ式 蕊φ(切 ぬ は,

Sl¢(・・i)d・・-91〔c{c(x)}+htv(・)+1:ζ ω 哨 ン(・)d・

+z(x){1拘 向(・)-ll£(T)司 礁

(7.3)

(7.4)

であり,従 って,そ の勾配運動方程式は

籍 △ 一 ÷ 乃(T--t)+Sla(・)d・(7・5>

∂λ髪 の 一1=r(・)d・-Pt(・)-llζ(・)d・(7・6)

とな る。 例 の ξ,λ の 負変 域 侵 入 を 防 止 す る機 構 は,明 記 は して ない が,働 い

て い る もの と考 え る。 そ の均 衡 解 至,ズを与 え る必 要 十 分 条 件 は,・

一≦0(7 .7)

=-O(7.8>

∫頁(・)踊(T+璽(2)

凋 髭ズ(・)d・-h(7+雫 》}

～1・(・)狗(・)-ll乏(・)d・≦・

頁(め{∫lr(・陶(・)一 ∫12(・)d十 ・

(7.9)

ArrowandKad…nが 得 た結 論 の第 一 は,次 の よ うな もの で あ った 。

Lemma1.最 適 生 産計 画z(x)は

TT

蕊・⑦晦+蕊 乏(麟

∫

(7.10>

o

a(x)dU・=0
0

乃一誓)・ 儀 亙 ≧・

を満 足 し,か つ,(7.13)の 不 等 式 が成 り立 って い る期 間 ⊂a,bコ 中 は

(7.11)

(7.12>

∫}(・)d・一一{∫12(肱 ∫1・(・)dr一ア(・)}

(7.13>

(7.14》
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の 等 式 が成 り立 って お り,ま た,(7.13)の 等式 が成 り立 っ て い る期 間(そ の

期 間 内 の任意 の 二 点 を 的 〆 とす る)中 は,

嘱 のL砒{乏!ぎ)Lゐ(x--xl)… … …(7・ ・5)

が成立 す る。

以#の 結 論 を ・(7・7)～(7・10)か らの必 然 的 結 論 と して導 き出 して み よ う。

まず,2は 問題 の解 で あ るか ら,在 庫 の 非 負 条件(7.2)を 満 足 して い る。

∫}(・)dT≧ ∫1・(・)d・・一一・.P(・)

こ こで,T時 点 に おい て上 の 不 等式 が 成 り立 って い る,す なわ ち,期 末 在 庫 が

正であるとする・∫1乏(T)drも,∫1・(・)嬬 いずれもxの 連続醐 で脚

ら,T時 点 だ け で不 等 号 が成 り立 って い る とい うこ とは あ りえ な い。 そ れ は,

必 らず,あ る有 限 期 間[a,Tコ の間,引 きつづ い て不 等 号 が 保 たれ て い なけ れ

ば な らない。

この[a,T]期 間 中 も,(7.10)が 成 立 して い るのだ か ら,i(x)は,そ の間

中,引 きつず い て0に 保 た れ て い るはず で あ る。 従 って,

∫♪(・)a・一・(a≦x≦T)

とな り,こ れを(7.8)の 左辺括弧Nに 代入 すれ ば,

∫;x,・)dT--h(T+讐

一一h(7一 め 」 薯 く・'

(a≦x≦T)

●で あ る
。 これ は,(7.8)よ り,

芝②=0(a≦x≦T)

を 意 味 す る。

再as;(7.10)に 戻 っ て 考 え て み る と,

∫12(・)痂 一∫}(・)d・=・c・n・t・(a≦x≦T)
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∫lr(・)dT≧ ・.

で あ るか ら,(7.10)左 辺 の括弧 内(在 庫 量 に マイ ナス を 附 け た もの)の 大 き

さは,Tか ら潮 れ ぽ潮 るほ ど,減 少 す るか,ま た は,一 定 に保 たれ るか,何 れ

か で あ って,決 して ふ え る ことは な い。 従 って

∫lr(・)d←-Pt(・)一 ∫la(・)dr<・

とな り,こ のa時 点 に つ い て,上 のT時 点 につ い て 論 じた と同 じ結 論 が 再 び く

りか え され る こ とに な る。 これ は,結 局,[0,Tコ の全 期 間 を通 じて2(x)-O

で あ る こ とを 意味 す る。従 って

llr(。)d。-y(・)<・(・ ≦x≦T)… … …(7.・6)
tQ川

で なけ れ ば な らず,初 期 在 庫 だ け で全 期 間 の需 要 を まか な うこ とがで き る場 合

に該 当 す る。

この 位ivialな 場 合 を 除け ば,(7.16)の 成 立 は 不 可 能 で あ り,最 初 に,T時

点 に おけ る正 の在 庫 を 仮定 した こ とは,矛 盾 で あ る こ とに な る。 そ れ 故,

∫拗 伽一∫二・(・)岬 ・)
2

で な くて は な らず,上 記 ㎞aの(7.2)が 証 明 され た 。

次 に(7.13),す なわ ち,

ゐ」 審 ・撃 ≧・

の証 明 に移 る。 均 衡 条 件 式(7.8)の 両 辺 をxに つ い て微 分 す れ ば,

2(x){-7(x)+乃 一艇 翌 ・?tx)]

+4書{∫ ンα)dr一ゐ㈲ 一望}一 ・ ………(7・・7)

こ こで,改/廊 が 出 て くる。を(め の連 続 性 を事 前 に 仮定 す る こ とは,面 白 く

な い け れ ど も,こ の点 は後 日の 問題 と して,こ こでは 一 応 乏(め は 連 続 で あ り

碗/協 が 存 在 す る もの と して話 を進 め た い。

乏(わ が 連 続 で あ る とすれ ば,そ れ は,あ る区間 に亘 って 引 続 い て 正 で あ る
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が,引 続 い て零 で あ るか,或 い は また,一 点 に おい て 零(そ の 瞬 間 の 礁/認 は

零)で あ るか,そ の うちの 何 れ か 一 つ で な けれ ば な らない 。 ワイ ヤ ース トラス

の 函 数 の よ うな特殊 な ヶ 一 スは,解 函 数 と して起 りえ な い の で,勿 論,除 外 し

て 考 えて の 話 しで あ る。

まず,2(x)が 正 の期 間 に お い て は,(7.17)の 両 辺 に2(x)>0を 乗 じて,

2(・)十 天(・)+h-c/t(2)4奮)}

+雫 姻{∫ ひ(・)d・-h(T-t)一 〆(2)}一 ・ 一 …1(7・・8)

が 得 られ る。 こ こ で,(7.8)を 代 入 す れ ば,(7.18)の 左 辺 第 二 項 は 零 と な'り,

2(・)・{一ズ② 伽 〃②4奮)}一 ・

が成 り立 つ。2(x)2は 仮 定 に よ り正 であ るか ら,

一一1(x)+ゐ 一・〃②4奮)一 ・

・・・・・… 。(7
.19)

・・・… 。・・(7 .20)

∴h-c〃G)4書)一 え(・)≧ ・

とな っ て,Lemmaの 結 論(7.13)に 到 達 す る。

第 二 に,2(x)が,あ る期 間 に 亘 っ て 零 で あ る場 合 に は,娠(x)/dx=Oで あ る

か ら,

h-・'・ ② ・4夢 一乃〉・

と な り,や は り(7.13)が 成 り立 つ 。 最 後 の,2(x)が あ るxの 一 点 に お い て

の み 零 で あ る場 合 に つ い て も ま た,碗(x)/dx・-Oで あ る か ら,(7.13)の 成 り立

つ こ と,全 く同 様 で あ る 。 従 っ て,(7.13)は 全 期 間[0,Tコ を 通 じて 成 立 す

る こ とが 明 らか と な った 。

(7.13)の 左 辺 が 正(strictlypositive)で あ る期 間 を 考 え る。 更 に そ の うち で,

e(x)>0な る期 間 を と る と,そ の 期 間 中 は,(7.8)よ り,

∫ン(・)d・ 一 乃(7-x)一 響 一・ … … …(7・2・)

が 成 り立 つ。 上 の式 の うち,加 一此G)/daは 乃一〆ノ改/dU>0のxに つ い て の
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積 分 で あ るか ら,時 間xの 経 過 に つれ てstrictlyiRcreasi㎎ で あ る。hTは 一

定 で あ るか ら,

(7.21)よ り

1ン(・)d・-h7'一{hx--d・Cz)/dx}

=strict!ydecreasing

と な る。 従 っ て,(7.13)が 不 等 式 を と り,且 つ9(t)>0な る期 間 中 は,

i(τ)>0

で な け れ ば な らな い 。

(7.10)の 均 衡 条 件 式 に このi(τ)<0を 代 入 す れ ぽ,

∫lr(・)d・一"・一∫la(・)d・一・

∴ ∫12(・)d・一∫1・(・)d・-y・

… 〔ll2(x)dx,∫lr(・)4・ 一ア(・)〕

と い う,Lemmaの 結 論(7.14)が 得 られ る。

同 じ くh-〆!da/dx>0で は あ る が,2(x)-Oな る期 間[a,b]に つ い て は,

h-〆 ノdc/dx-h>0で あ り,か つ,

∫1・(・)d・一・(・)一∫1芝(・)d・≦・

∴Sl2(・)d・ ≧ ∫1・(・)d・一メ ・)

d2(x)
>0礁

.'.ζ(x)>0

従 っ て,(7.8)よ り,

∫含ω掘(7+誓)一 ・

更 に,(7.18)がC(x)>0な る期 間 に わ た って成 り立 つ こ とを 考慮 す れ ぽ,

2(x)・(一一i(x)+ゐ 一凶 ② 儀 斗 ・
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∴ ∫:2(・)d・-scz(・)d・ ≧∫1・(・)d・一一Pt(・)

∴ ∫12(・)d・…{∫32(・)d・ ・Sl・(・)d・一ア(・)〕

之 な って,同 様 の結果 に到 達 す る。

次 に,(7.13)の 左 辺 が0で あ る期 間 を考 え て み よ う。 すな わ ち,

h-〆 ノ礁/協=0

∴h-c〃 壽>o

'こ こで
,〆!>OforanPtC≧0で あ る こ と を 考 慮 す れ ば,

4i夢
〉・

∴2(匿)>0

一15一

一従
っ て,(7・8)よ り,h-〆1d2/du==oの 成 り立 っ て い る任 意 の 二 時 点x,〆 に

つ い て,

∫}(・)d・-h(T一 め 一遡 磨L・

∫1,x(・)d・-h(T-x・)一 廊{馨')L・'

一が 成 り立 つ。 よ って,辺 々差 し引 け ば,

∫♪(・)d・一∫ン(・)d・伽 一〆)〒 喉 めL亟 撃≦(7・22)

こ こ で,こ の 期 間 中 は2(x)>0で あ る こ と と,(7.18),(7.8)と よ り ,

一 互(x)十h--ci/d2/dx--O

'で あ り
,更 に 前 提 に よ りh-一 一〆!優/dx=Oで あ る か ら,

i(x)-O

∴ ∫ン(・)d・一∫ン(・)d・

髄を 得 る
。 これ を(7.22)に 代 入 して,

h(κ一κノ)一漉讐L醐 奮')}

糊 達 す る。 これ は,上 の 聡 ㎜aの 結 論(7.15)に 外 な らない 。
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以上 に よ り,わ れわ れ の 勾配 法 に よっ て得 られ た必 要 十 分 条件 か ら,Arrow

andKad血 のLe鵬ma1を 導 き出す こ とが で きた。(7.12)の そ れ は 自明 の こ

とで あ り,証 明を必 要 と しない。

§8勾 配法 の経済的意味づけ:一

一 般 に
,条 件 附 き極値 問題 か らラ グラ ンジ ュ函 数 を作 り,そ の鞍 点 に 向 っ て

収 束 す る勾 配運 動 を考 え る こ とは,あ る種 の分権 的管 理 体勢 と,内 部 振 替価 格

制 度 とを 考 え る こ と とanalogousで あ る こ とが,よ く知 られ て い る。 前 節 のi変

分 問 題 の場 合 に もまた,同 様 の こ とを 言 い うる。

まず,(7.5)式 を次 の よ うに変 形 して み る。

密 一{∫ン(・)d・-h(7一 ゆ}一 響 一 ・一 …(8・・〉

上 の式 の 右 辺 括 弧 内 を,製 品 の κ 時 点 に お け る価 格 とみ なす こ と が で きる。

(8.1)の 右辺 は,従 って,x時 点 に お け る限界 利 潤 を表 わ す。 生 産 者 は,x時

点 に お い て,そ の限 界 利 潤 が正 で あれ ば生 産 量 を ふ や し,負 で あれ ばそ れ を減

らす。 限 界 生 産 費C(,IX)は ・a:の凸 函数(限 界生 産 費 逓増)で あ り,限 界 収 入

{∫知 改一ゐσ 刈 の方は生鹸 ζには無関係であるか ら,そ の差額とし

て の限 界利 潤 は,生 産 量Zの 増 加 と ともに,strictlyに 減 少 し,aの あ る値 に

おい て0と な り,そ の点 に おい て 利 潤 が 最 大 とな る。 限 界収 入 が 非常 に 小 さ

くて,生 産 量 を0ま で下げ て も限 界利 潤 が 非 負 に な らない と きは,(8.1)の 方

程 式 に 組 み 込 まれ て い るstoppi㎎mechanism(明 記 は して な い が,存 在 す る も.

の とみ なす)が 働 い て,aを0に 保持 す る。

この(7.5)が,生 産者 の利 潤極 大 化 動 機 に と もな う,生 産 計 画 の修 正 行 動 を'

表 わ す行 動方 程 式 と解 釈 され るの に対 し,(7.6)の 方 は,x時 点 に おけ る製 品

価 格{∫ 知 踊(7刈 の 舳 楊 こおけ る価格決定騰 の働 きをsimul・te

した もの とみなす ことが で きる・(7・6)の 右辺 の ∫lr(・)d・は,塒 点におけ

る累積駿 ク(・)+∫1ζ(・)4・螺 積供給で あるか ら・'その差 額(右 辺 の値〉
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は κ 時 点 に お け る需 要 超過(そ れ 以前 に生 じた 満 た され ざ る需 要 は す べ て現

在 に 繰 りのべ られ た もの と して)を 意味 す る。 従 って,(7.6)式 は,x時 迄 に

お け る市 場価 格 が,そ の需 要 超 過 に比 例 して上 昇 し,ま た,供 給 超 過 に 比 例 し

て減 少 す る動 きを示 してい る。価 格 が0に な って もな お供 給 超過 を示 す と きは

そ れ が0以 下 に は下 らな い こ と,勿 論 で あ る。 ただ し,こ の(7.6)が 動か す

もの は λ(ゆ,す なわ ち,価 格 の時 間 的上 昇率,で あ って,価 格そ れ 自体 で は な

い こと,に 注 意 しなけ れ ば な らな い。 λは,そ れ 故,利 子 率 の次元 を もち,価

格 は この λの 時 間積 分 と して与 え られ る こ とに な る。

以上 の(7.5),(7.6)の 連 立微 分 方 程 式 に お け る生 産量 と価 格 との調 整 機 構

の働 き1ま,従 来 のnユath㎝aticalPSogrammingproblemsに おけ るそ れ と全 く

analOgOUSで あ るか の よ うに 見 え る。 しか し,一 つ の重 大 な違 い を 含 んで い る

ことに注 目 しなけ れ ば な らな い。 そ れ は,ζ は κに つ い て連 続 で あ るか ら,こ

れ を有 限 個 の時 点 に 区切 って,そ れ ぞ れ の時 点 の生 産 量9(Xi)を 担 当 す る分 権

的 決定 権 者 を 仮 定 す る こ とは,非 現 実 的 で あ る とい う非 難 を蒙 らな けれ ば な ら

な い,と い う点 で あ る。 この難 点 を 避 け るた め に は,0≦x≦Tの 全期 間 を通 じ

て,ζ(め が 同時 点 且 つ κ に つ い て連 続 的 に 修 正 され な けれ ば な らない。 従 っ

て,こ の修 正 は,個 々の κ`点 に おけ る ζ(κ`)の 修 正 の よせ 集 め と して では な

く,(7.5)の 右 辺 で 表 わ され る連 続 函 数 η(x)に よ って,連 続 函数 ζ(x)を 修

正 す る,と い う形 を と らな け れ ば な らな い。物 理学 的 な表 現 を借 りるな らば,

そ れ は,質 点 の動 きで は な く,弦 の振 動 を表 わ す もの で あ る。 この よ うに 理 解

す る な らば,(7.5)の 微 分 方 程式 は,無 限 に多 くの分 権 的決 定 者 を 要 請 す る も

の で は な く,唯 一 人 の管 理 者 が,[0≦x≦T]の 全 期 間 につ い て の修 正 量 η(x>
ジ

を決定 しさえすれぽ十分 であ ることを知 る。そ の よ うな修正は単 に特定 の瞬 間

におけ る利潤 を極大化す るだけでな く,そ の全期間におけ る利潤 の合計を最大

な らしめ よ うとす るものである。 しか し,こ の全期間 の利澗最大化のための計

算 は何 等の複雑 な変分計算 を も必要 としない。何 となれ ぽ,各 時点におけ る限

界収入は,そ の管理者 に とっては与 え られ た値 であ り,か つ,生 産物 はそ の場

で全部 が売 りつ くされ るもの と考 えて よいか らであ る。 この よ うな場合には,

在庫は存在せず,問 題 は各時 点におけ るば らば らな静態的極 大化の よせ集 めに
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他 な らな い こ とに な る。 この分 権 化 の利 点は,分 権 的 決定 者 の数 を ふ や す こ と

で は な く,複 雑 な長 期 的 最適 化 の 問題 を,単 な る静態 的最 適 化 の寄 せ集 め に解

消 す る こ とに よって,決 定者 の判 定 を容 易 な ら しめ る点 に あ る。

この利 点 は,同 時 に また,不 等式 条 件 附 き変 分 問題 を,計 算 機 に よって解 ぐ

場 合 鮪 力 な計 算 灘 提 供 す る もの で あ る。Bellmanのdynamicprogramming

は,時 間 を不 連 続 に切 断 す る こ とを要 求 す るけれ ど も,勾 配 法 は,そ れ を 連 続

の ま ま取 扱 うこ とが で きる とい う利 点 を もつ。

この よ うな 勾 配運 動 は,φ(ζ,の が ζに つ い て の 凸函 数,λ に つ い て の 凹 函

数 で あ る限 り,収 束 性 を もち,(7.7)～(7.10)に よっ て示 され る均 衡値 に安 定

す る。 φ が(ξ,わ の双 方 に つ い て 線 型 の場 合 に も,勾 配方 程 式 を 若 干修 正 す

る こ とに よ り,同 様 に収 束 性 を もたせ る こ とが 可 能 で あ る。

(7.7),(7.8)は,各 時 点 に お け る限界 利 潤 が 負で あれ ぽ 生 産 は0,零 で あれ

ば生 産 量 は非 負で あ る こ とを示 す。(7.9).(7.10)は,各 時 点 に おけ る在 庫量

が正 で あれ ば λ一・O(価 格 は上 昇 しな い),在 庫 量 が0で あれ ば λは 非 負(価

格 は上 昇 し うる)で あ る こ とを示 して い る。 これ は,経 済 的合 理 性 に完全 に 合

致 す る もの で あ る。

最後 に,同 じ条 件 を 別 の 言葉 で表 わ してい るLemma1の 経 済 的意 味 を 考 え

てみ よ う。 計 画 の終 りの時 点Tに 在 庫 が 残 る こ とは全 くの無 駄 で あ るか ら,

最 適計 画 に おけ る期 末 在 庫 は必 らず0で なけ れ ば な らな い。 従 って,(7.11)

の 成 立 は 当 然 で あ る。

(7.13)の 経 済 的意 味 は 次 の通 りで あ る。 最 適 生産 計 画2(x)が 与 え られ た と

す る。 在 庫 の非 負 条 件 式(7.9)に 違反 す る こ とな しに,そ の 一一時 点 の 生 産量

を 僅 か(dg)ふ や し,次 の 隣接 時 点 κ+dxの 生 産 量 を等 量 だ け 減 らす こ とは

常 に可 能 で あ る。 そ の結果,在 庫 費 用 はhdgdxだ け ふ え,生 産費 は{C"②

・碗 ②/礁}×dκ ×dcだ け 減 少 す るで あ ろ う。 そ れ 故,も し も

h-c"(2)d2(x)/dx>0

で あ るな らぽ,こ の よ うな修 正 に よ って,拘 束 条 件 を 破 らず に,総 原価 を切 り

下 げ る こ とが で き る こ とに な る。 これ は,Σ(め が 最 小原 価 の生 産 計 画 で あ る,

とい うわ れ わ の 仮定 に反 す る こ とに な るか ら,
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h-〆 ノ(2)d2(x)/dx<O

『で な くて は な らない
。

反対 に,h-〆!G)義(x)/dx>0で あ る とす る と,x時 点 に おけ る生 産量 乏②

を ∠ξ だ け減 ら して,そ の等 量 を 姫 ∠κ時 点 に お い て追 加 生 産 す る こ とが,

原 価 切 り下 げ の効 果 を もつ 。 何 故 な らば,そ の よ うな修 正 は,勧 泌 ζの在 庫費

用 の減 少 と,〆1② 硫(κ)/旗 ∠層 ζ の生 産 費 増 加 を もた ら す こ とに な るか ら,

一一h+〆!(2)d2(x)/dx>0

.'.h-〆 ノ(2)娠(x)/dx>0

と な って,全 体 と して原価 を 引 き下 げ る結果 とな る。 しか し,在 庫 の存 在 しな

い期 間,す なわ ち

∫1・(・)d・-Pt(・)一 ∫1芝(・)d・一 ・

が成 り立 っ てい る期 間 内 では,こ の よ うな修 正 は在 庫 を 負 な ら しめ るた め に,

実 行 不 可 能 で あ る。 そ れ 故,最 適 計 画 に お け る在 庫 が0で あ る期 間 内 な らば,

h-〆 ノ(乏)d乏(x)/dx>0

で あ っ て も,乏 の最 適 性 は 失 わ れ ない。

残 され た 可 能 性,す なわ ち

乃一〆ノ(芝)dTz(x)/dx・-O

が成 り立 っ てい る期 間 中 は,上 の二 つ の型 の修 正 は,そ の 何 れ を とっ て も,原

価 を減 少 させ 得 な い。 故 にh-〆 ノ(2)碗(x)/dx・-Oは,0≦x≦Tの 全 期 間 を通 じ

て,乏(x)の 最適 性 に 矛 盾せ ず に成 り立 つ 。 以上 に よ り(7.13)の もつ 経 済 的 意

味 が 明 白 とな った。

このh-〆 ②4乏働 〉・のときは,累 積生産蝋 一∫:2(・)め の一部に

一上方 へ の小humpを つ くる こ とを不 利 益 と し,下 方 へ の小humpを つ くる こ

とを有 利(原 価 減 少)と す る。 従 っ て,乏(x)が そ の期 間[a,b]中 に お け る最

適 性 を失 わ な い た め には,そ れ が 下 方 へ のhumpを 作 りえ ない こ と,す なわ

噛ち
,在 庫 の 在存 しな い こ と,

∫1・(・)d・一ク(・)一 ∫:2(・)d・ 一 ・
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また は,期 首 αに おけ る在 庫 が 十分 に存 在 して,全 然 生 産 を しな くて も需 要 を

まか な え る こ と,

∫12(・)d・一∫12(・)dT>Sl・(・)d・ 一ク(・)〉・

を必要 とす る。 以上二つ の場合を一 ま とめにすれ ぽ,

ll2(・)d・-max〔 ∫1乏ω 改,∫1・(・)d・一・(・)〕

と な っ て,(7.14)に 到 達 す る。

等 号 が 成 り立 つ 期 間(ゐ 一〆ノG)d2/dκ ・-O)中 は,2(x)が 最 適 解 で あ る た め

に は,上 下 何 れ の 方 向 へ のhumpの 可 能 ・不 可 能 と い う こ とは 何 等 必 要 条 件

と は な らず,乏(κ)の 形 だ け に よ っ て,そ の 最 適 性 が 保 証 され る。 す な わ ち,

この 等 式 を κ に つ い て 積 分 す れ ば,

加 一dc(2)/dg-const

故 に,こ の 区 間 内 の 任 意 の 二 時 点 鵡 κノ に つ い て,

hx・-dc{2(x)}/da・=const,

hx,-de{芝(〆)}!da・=const,

が 成 り立 つ 。 これ を 辺 々差 引 け ば,

ゐ(X-Xノ)一 一dc{乏(X)}/dg--dc{2(Xノ)}/de

と な っ て,(7.15)が 得 られ る 。

これ は,需 要 が 制 約 に な らず に,生 産 量 ζ(κ)が,在 庫 費 用 ゐ と限 界 生 産 費

dc/dgと だ け に よ っ て 決 め られ て い る状 態 を 示 して い る。 こ の 状 態 の λで は,

乏(κ)が 最 適 計 画 で あ る た め に は,任 意 の 二 時 点(κ<κ ノ)の 間 の 生 産 量 の や り

と りに よ っ て 生 ず る在 庫 費 用 の 増 加

戻 〆 一 κ)

が,生 産 費 の 減 少

一一dc{乏(x)}/dc+dc{2(xt)}/dc

に 比 べ て,等 し くな け れ ぽ な らな い 。 そ れ は,

h(〆-X)=一 一dc{2(X)}/dg+dc{2(〆)}/dg

∴h(X-Xノ)==dc{乏(X)}/dz-dc{芝(〆)}/dc

の 成 立 を 意 味 す る。 す な わ ち,こ の 区 間 中 の 生 産 量 の時 間 配 分 を ど の よ うに 微
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分 的に修正 してみ て も,そ れ に よる在庫費用 の増減 は,生 産費 の方 の減増 に よ

って正確 に双殺 されて しま うわ けで あ る。

§9附 記:一

以上 は燥 急 の間 に書 かれ た ノ ー トで あ り,数 学 的厳 密 さに鉄 け る もの で あ る

こ とを 附 記 してお か なけ れ ぽ な らな い。 この 点 に つ い て の 修正,お よび,

-ArrQw,KarlinandSca㎡ の著 作 の第5章 以降 の モ デル の検 討 につ い ては,引 き

つ づ い て他 の論文 と して発 表 す るで あ ろ う。

9
(昭和37年1月13日)

燭




