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古典確 率論 にお け る諸 問題(皿)菅

武 隈 良 一

1㎎ モ ソ モ ー ル

モ ンモ ール はそ の数 学 の 力 に お い て ヤ コプス ・ベル ヌ ーイ や ド ・モ ア ヴル と

は 比 ぶべ くも ない し,ま た確 率 論 を一 きわ 高 揚 しそ の 重要 さを ます よ うな素 晴

ら しい ア イデ ア を打 出 した とい うわ け で もない 。 しか し彼 は確 率 論 に熱 狂 的 な

ほ ど凝 り固 ま り,彼 自身労 を惜 しむ こ とな く努 力 した の で,そ の結 果 と して 直

接 又 は 間接 的 に ニ コ ラ ウス ・ベル ヌ ーイや ド ・モ ア ヴル の奮 起 を うなが す こ と

と なっ た 。

モ ンモ ール(Pierr。eR6monddeMontmort,1678-1719)は パ リに 生れ パ リで

生 涯 を 終 えた 。彼 の指 導者 で あ っ た哲 学 者 マル ブ ラ ソシ ュの影 響 の下 に彼 自身

は宗 教,哲 学,数 学 に耽 った 。 ノ ー トル ダ ムの 僧 職 を 不本 意 な が ら引 受け た が

1704年 に結 婚 のた め 僧 職 を 辞 任 した 。 しか しそ の 後 も単 純 で世 間 と没 交 渉 な生

活 を続 け た 。

彼 は 主 と して そ の 著 書Essaid'amalysesurlesjeuxdehasard(運 まかせ の

勝 負 ご とに つ い ての 解析 試 論)に よって 知 られ て い るの で 以下 これ に つ い て述

べ よ う。,この書 物 は1708年 に 初 版 が 出 た が,第2版 は1713年 と伝 え られ て い

る。初 版 は189頁,第2版 は414頁 で あ る。 こ こでは 主 と して 第2版 に よっ て述

べ てい こ う。

この書 物 は4つ の 部 秀 に分 か れ て い る。第1部 は組 合 せ の理 論,第2部 は カ

ー ドにつ いて の運 まかせ の勝 負 ξ と,第3部 は サ イ コロに つ い て の 運 まか せ の

勝 負 ご と,第4部 は偶 然1とっ い て の 種 々の 問題 の解 を論 じホ イヘ ソスに よっ て

提 出 され た5つ の 問題 を も含 ん で い る。 これ ら4部 の外 に 第5部 と して モ ソモ

ec-(1)は 本誌第8巻 第3号(1958年2月) ,

([)は 同 第10巻 第1号(ユ959年7月)に 掲載。

、
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一ル とベル ヌ ー イの 間に と り交 わ され た 書 簡 が 掲載 され て い る 。

第1部 はTrait6desCombinaisorrs(組 合せ の 理 論)と 題 され1・頁 か ら72頁 に一

わ た る。そ れ は代 数 学 に お け る組 合 せ の 章 と して よ りも偶 然 に 関す る章 と して

述 べ られ てい る 。 とい うの もカ ー ドを 引ヤ・た りサ イ コ 百を投 げ た りす る例 題 漉

数 多 くあ るか ら で あ る。2項 定 理 に つ い て い えば(a+b)11の 展 開 の 係 数 ば,

n人 が勝 手 に黒 と 白の 面 を もつ 硬 貨 を投 げ た と き,黒 と 白の 面 が あ らわ れ る場

合 の数 に 等 しい と論 じて い る。多 項 定 理 につ い て も同様 であ る。 以下 興味 深 い

問 題 を拾 っ てみ よ う。

問 題1(46頁)。n個 の サ イ コPが あ る。 各 々はf個 の 面 を もち,そ れ を1か

らfま で の数 で表 わす 。 い ま これ らを勝 手 に投 げ る と き,面 に 表 わ れ る数 の和

がpに な る場合 の 数 を 決定 せ よ。

これ は(X+X2+X3+… …+xf)11の 展 開 に お け るxPの 係 数 を 求 め る こ とに 帰
6

着 す る 。 結 果 はp-n=・sと お く と き

n(n+1)… …(叶s-f-1)n(n+1)……(n+s-1)一"一'一 一.一.-9「 一一n"『

(・⇒)'!一

+一些壬毛1≧n(n+1)'でi… 騎 一et-1L

と な る。 この 級 数 はす べ て の 因数 が 正 な る限 りつ づ く。 モ ンモ ール は この公 式.

を 非 常 に 骨 の折 れ る方 法で 証 明 した 。

この公式は興味 深い ものなので一寸その歴史にふれてお こ うる これはは じめ

証 明 な しに ド ・モ ア ヴル の論 文DeMemsuraSortis(籔 引 きの 計 算 に つ い て)

に 発表 され た 。 モ ンモ ール は 自著 の 第1版 に お い てnがqま で の 場 合 の表 を作
`

り,第2版 で これ を 証 明 した の で あ る 。 モ ソモP-一・・ル か ら ヨハ ンネ ス ・ベ ル ヌ ー

イ へ の 書 簡(1710.11.15)に よ る と彼 は ド ・モ ア ヴ ル の 論 文 以 前 に 上 の 公 式 を 得

て い る と い う。 ド ・モ ア ヴ ル が 後 に 証 明 を 公 表 した の はMis(ellaneaAnalytica-

(解 折 雑 論1730)に お い て で あ る 。 そ の 証 明 は モ ンモ ー ル の も の と は 異 な り,

(1-x)-11(1-xf)11の 展 開 に お け るxP-'1の 係 数 を 求 め る こ とに あ っ た 。

問 題2.カ ー ドが3組 あ る 。 そ の 各 組 は1か ら10ま で の 数 が しる し て あ る10・

枚 の 札 か ら な る 。 い ま こ の30枚 か ら3枚 を抜 き と っ た と き,そ の 数 の 和 が 与 え

られ た 数 に な る 場 合 の 数 を 求 め よ 。
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この 問題 は3つ の場 合 に 分 か れ る。3枚 の カ ー ドの うち,(1)い ず れ の2枚

を と って も同 組の もの で は ない,②2枚 は 同 じ組 の もの で 他 の1枚 は 別 の組

の もの で あ る,③3枚 と も同 じ組 の もの で あ る。

第1の 場合 は問 題1に 帰 着す るが,他 は 新 しい 問題 で あ る 。 これ に 対 して モ

ソモ ール は一 般 の解 法 を 与 えて い ない 。た だ要求 され た 結果 を あ らわ す 表 の作

り方 を しめ してい るだ け で あ る。そ して 自分 の 方 法 は一 寸 長 い が,よ り短 か い

方 法 で これ を求 め る こ とが 出来 る とは思 え ない と結 論 してい る。 この問 題 は結

局 不 定 方 程 式x+y+z=Pの 解 法 に帰 着 す る。

問 題3(63頁)。 有 限差 の 問題 に おけ る一 般項u・・を求 め る こ と。

u・・-u・+n△u・+典 …2巫 幽+

+n(n-1)'蓋 号一m+1≧ △m恥

とな る この公式 は モ ソモ ール の与 え た もので 原文 で は △U・,△2U・,△3U。,… …

の代 りにA,B,C,… … が用 い られ て い る。 この 公式 のお か げ で 有限 差 の級

数 を与 え られ た項 まで求 め る こ とが で きる よ うに な った δ有 限 差 の 問題 は既 に

二=一 トソの プ リ ンキ ピア と微 分 法(MethodusDifferembalis)の なか に 含 まれ

て い るが,こ れ を明確 に 記 述 した のは モ ソモ ール で あ る。

第2部 は73頁 か ら172頁 にわ た る 。そ れ は カ ー ドに関 す る運 まかせ の勝 負 ご

とを述 べ てい る。 最 初 の ゲ ー ム は フ ァラオ ソ(Pharaon)と よば れ る もの で あ

る。 フ ァラオ ソとは古 代 エ ジ プ ト王 の呼 称 で 天子 とい う意味 で あ る 。袋 の なか

に親 元 の カー ドがP枚,対 手 方 の カ ー ドがq枚 あ る とい う。 ゲ ー ムの 遊 び 方 は

不 明 であ るが,親 元 の 利 益 をUpと 表 わ し,対 手 方が 賭 け る金 額 の総 額 をAと

す る と き,

螺1認 去A+(P-ql器 ≡呈喫 一恥魂

に な る こ と を モ ンモP・…ル が しめ した 。 これ よ りUpを 求 め る に は 次 の 式

φ(n,・)・.n(n+1)(n+雫i'.9"(n+「-1)

の値 を しる こ とが 必要 で あ り,以 下 これ に つ い て論 じてい る。

次 の ゲ ームは ラ ソス ク ネ(Larlsquenet)と よば れ る もの で あ るが, これは 興
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味 が うす い の で 省 略す る。

これ に 反 して トレー ズ(Treize)と よばれ る ゲ ー ムは 興味 深 く,確 率論 に お

い て 永遠 の 座 を 占め る もの で あ る。 これ は モ ソモ ール に よ って考 え られ た 次 の

もの で あ る。

い ま1か ら13ま で の 数字 が しるされ た13枚 の カ ー ドがあ る。 これ らを袋 の な

か に入 れ て お く。い ま袋 か ら全 部 の カ ー ドを1枚 ず つ取 出す と き,カ ー ドの 番

号 と取 出 した 順 番 の番 号 とが 少 な くと も1回 一 致す る確 率 を求 め よ。

モ ソモ ール は この 問題 の解 法 を ニ コ ラ ウス ・ベ ル ヌ ーイか ら教 わ り,そ れ を

2種 類 述 べ て い る。 求 め る確 率 は 周知 の如 く一 般 に

・「 去+号 「 去+… …+(一 裁巴

であ る。

これ よ りカ ー ドの番号 と順番の番号 とが全部異 なる場合 の確率は・上の式を

1か ら引 くことに よって

壷 一壷 ぜ 「 ・一 一(r3塁

と な る。 これ の例 と して 次 の 問題 が あ る 。

封 筒 と書 筒 が 同 じ数 あ る。 い まで た らめに1通 ず つ 封 入 した とき全 部 の 宛先

が 間違 う確 率 は い くらで あ るか 。

トレーズは13と い う意味 で あ るが,こ の ゲ ー ムは 今 日ラ ソコ ソ トル(Renoo

ntre,一 致)と 呼 ば れ て い る。

この あ とモ ンモ ール は 古 来 か ら有 名 な ゲ』・一ムで あ るバ セ ッ ト(Bassette),そ の

他 につ い て 論 じて い る。 バ ゼ ッ トは 既 に ベ ル ヌ ーイの 「推 論 法 」 に お い て そ の

公式 が証 明 され て い る。

第3部 は173頁 か ら215頁 にわ た る 。そ れ は サ イ コ ロにつ い ての 運 まかせ の勝

負 ご とを数 種 類 述 べ て い る。 こ こでは 核 の 遊 戯(LeJeudesNoyaux)と よば

れ る ものに つ いて 述 べ て お こ う。

8つ の 核 が あ り表 は黒 裏 は 白 とす る。2人 はAず つ 賭 け る。い ま1人 が8っ の

核 を 空 中 に投 げ,黒 が 奇 数 個 で た ら対 手 のAを も ら う。 白が奇 数 個 でた ら対 手

にAを わ たす 。全 部 が黒 か 又 は 白な らば 対 手 か ら2倍 の2Aを も ら う。 この とき
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両者の期待値 はい くらであるか。

解,投 げた人の期待値は

256し

対手 方の期待値は

y(8+8+56+56)(2A)+2(2A+A)}一 暴(2A)

剥(28+28+7・)(2A)+2(・-A)}一 叢(2A)

一19一

で あ る。

この 問題 は あ る貴 婦 人 か らモ ンモ ールに 提 出 され た もの で あ るが,確 率 論 に

貢 献 した 貴婦 人 とい うだけ で そ の 名 は 記 され て い ない 。 モ ソモ ール は 白黒 で な

く4つ の面 を もつ核 につ い て 同様 に 論 じた 。

第4部 は216頁 か ら282頁 にわ た る。そ れ は偶 然 に つ い て の種 々の 問題 の解 を

述べ,特 に ホ イ ヘ ンスに よって提 出 され た5つ の 問題 を 含 ん でい る。 ホ イ ヘ ン

ス の 問題 は ベ ル ヌー イの 「推 論 法」 に詳 論 され て い るが,モ ソモ ール は 自著 を

完 成す る まで に これ を見 てお らない様 子 で あ る。 した が って ベ ル ヌ ー イの解 法

と似 て い るの もあ るが,ま わ りく どい の もあ る。

まず 得 点 の 問題 に つ い て 述 べ よ う。 パ ス カ ル とフ ェマ が この 問題 を取 扱 っ た

と き,2人 の 競技 者 の技 禰 は相 等 しい とみ な した が,モ ソモ ール は 相 等 し くな

い 場 合 に つ い て 公式 を与 えた 。

Aが さ らにm点 を得 る こ とが必 要 で あ り,Bが さ らにn点 を得 る ことが必 要

の とき,ゲ ー ムは も うm+n+1回 行 な う必 要 が あ る。 い ま皿+n-1・ ・rとお き,

PをAの 技極,qをBの 技 禰 と し,P+q-1と す 。

この と きAが 勝 つ確 率 は

P・+・pr-iq+
,「亨 デ夢 岬+… …+m!(r!n-1)rpMqn)一 一1……(・)

に して,Bが 勝 つ確 率 は

qr+rq・・一・p+エ1守 岬+… …+謡 』パ ゴ ー・……②

で あ る 。 これ らは また 次 の よ うに もあ らわ せ る。

P・・1・+mq+一 聖 ち1)q2+… …+てm翁 艦 』、)!q・・一・)……(3)
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q・1・+mp+n監1)ず+… …+((r-1)!m-1)!(n-1)!pM-・}… …(4)

これ らは今 日初 等代 数 の 書 物 に お い て説 明 され るの で,詳 論 す る必 要 は ない

が,モ ソモ ール はP+qが1よ り小 さい 場合 に この2種 の 公式 は 意 味 が 異 なつ

て くる と述 べ て い る。p+qが1よ り小 さい とい う1のは,引 分 け の確 率1-p-q

が0で な く実 際 に 存 在す る場 合 で あ る 。

(3)は引分 け が 起 つ た り又 はBがn点 を得 る以前 に,Aがm点 を得 る確 率 を表

わ す が,(1)はr回 の勝 負が実 際 行 なわ れ た と きAがr回 か らm点 を得 る確 率 を

表わ す だけ で,Aがm点 を得 た後 で さ え,も し引分 け が 起 つ た な らばAは 勝 っ

た こ とに な らない ので あ る。

次 に遊戯 の 持 続 に関 す る問題 を述 べ よ う。 これ は ホ イ ヘ ソス の第5の 問 題

(拙 稿(豆),83頁 参 照)に 由来 す る。

い まAが1枚 の硬 貨(模 造 貨 幣),Bはm枚 の硬 貨 を もって い る。1回 の試

合 に おけ る両 者 の技 偏 の比 はa対bと す 。試 合 で 負 け た ら対手 に硬 貨 を1枚 わ

た す 。AがBの 硬 貨 をす べ て と り上 げ る確 率 又 はx回 の 試 合 の前 に と り上 げ る

確 率 を求 め よ。

モ ンモ ール は この問 題 を解 いた が ニ コ ラ ウス ・ベル ヌ ーイに も解 くこ とを要

請 した 。 ベ ル ヌーイ が 自分 の 解 を送 っ だ と き、 モ ンモ ール は賞 讃 した が、 実 は,

理 解 す る こ とが で きなか った 。 モ ソモ ール は 自分 の研 究 の方 法 とベ ル ヌ ーイ の

もの とが非 常 に異 なっ てい る と思 った が,ベ ル ヌ ーイか らの説 明に よ り同 じ も

の で あ る ことが 分 った 。 これ よ り先 モ ンモ ールが 第2版 を 出版 す る以前 に,ド

・モ ァヴルは 別 の 方 法 で この 問 題 を 解 い た の をDeMersuraに 発 表 した 。

ここで モ ソモ ール の一 般 解 法 を述 べ よ うとは 思わ ない 。 それ は後 に述 べ る ド

・モ ァヴル の研究 と関 連 させ なが ら記述 した 方 が 良 い と思 うか らで あ る。た だ

証 明 な しに モ ンモ ールが 与 えた 次 の2つ の 特 別 な 場 合 だけ を述 べ て お こ う。

(1)2人 の 競技 者 は 同技偏 で と もに2つ の 硬貨 を もっ て い る。そ の とき試 合

が多くとも2x回で終わる解 は レ ナ である.

(2)3つ の硬 貨 を もっ てい る とき,試 合 が 多 くと も2x+1回 で終 わ る確 率 は.

・一筆 であ る.
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これ らは 勿 論 モ ンモ ール の 一 般 解 法 か ら導 か れ る。彼 は さ らに,競 技 者 の 技

鰯 等 し く奇数個皿の硬 貨を もってい るとき・f-m差1と おけ蹴 合は3f・-3f

+・ 回す なわち1㎡+去 回で 終わ ると述 べてL・る・ しか しrの 近似公式を如

何 に して 得 たか は しめ してい ない 。 ド ・毛 アヴル は彼 自身 の近 似 解 法 に よ る と

m・ ・45の とき1531回 の試 合が 必 要 で あ る と計 算 して い るが,モ ンモ ールに よれ

ば 今 の 公式 に よ り1519回 とな る。 この2つ の 数値 は 食違 っ て い るが そ の反 面 良

く似 て い る点 に 注 目す べ きで あ る。

こ こで 問 題 を 次 の よ うに 規 定 し,そ の現 代 的 解 法 を 述 べ て お こ う。

問Aは1個,Bはm個 の硬 貨 を もつ 。試 合 を して 負 け た ものは 勝 った 者 に

ユ個 の硬 貨 を 与 え1人 が 他 の硬 貨 を全 部 と りつ くした とき勝 負は 終 わ る もの と

す る。 毎 回 の試 合 に お い てAの 勝 つ 確 率 をp,Bの 勝 つ 確 率 をq・ ・1--pと す る

とき,A,・Bの 全勝 す る(対 手 の硬 貨 を と りつ くす)確 率 を求 め よ。

解Aがx個 の硬 貨 を も っ てい る と き全勝 す る確 率 をu・ とす 。 しか る とき

Aが 次 に 勝 つ 確 率 はpに してそ の と き 硬 貨 はx+1に な るの で 次 に 全 勝 す る確

率 はUx+1と な る。 またAが 次 に 負 け る 確 率 はqに してそ の と き硬 貨 はx-1に

な るの で全 勝 す る確 率 はu・.・ とな る。そ れ 故

Ux=・PUx+1十qUx_1

PUx+1-Ux十qUx_1=・0

と な る 。 こ れ よ りUt,U、uを 求 め る と よ い 。

い ま

書 椿 一両一 鋤ジ+一+曜+… …

とおき分母を払い係数を比較すると

aoP=K

a、P-a。-L

a2P-a1十aoq=0

aロP-a11_1十an_2q=0

と な る の で,Un=anが 得 られ る 。 しか る にP十q==1な の で



一22- .商 学 討 究 第13巻 第1号

K十LxK十LxMN

P-x+q。3=(P一 轟=可r∬i涙+丁 マ

ー¥(・ 一 ÷)-1+N(・-x)一 一・

一¥(・+⊥x+コ1-x・+.… ・・

PP)

+N(1+x+x2+… …)

これより 一 獣 ÷ ン+N-Un

しか る にUo-0,Ul+m=1な る を 以 て

誓+N-・ ・誓(-9)1'M+N-・

i1ISct:.M=
・一南 一N==・ す

・ ・一(÷ メ

故に Un=:

・一(÷)t+n'

これ_一 ・《 豊 … 一 ・く 班
・一(÷)'+m'・ 一(÷)'"n

とな りAお よびBの 全勝す る確率が 得 られ る。

モ ンモ ールは2人 の競技者が 同 じ技備 で,6個 の硬 貨を もってい るときの確

率 を 与 え て い る.こ 暢 合 に は …1(u・ 一・+Ux-1)と な り,u・ ・=C・+C1と

な る 。 こ のCとC・ を 決 定 す る に は,u・=0,u2,,==1を 代 入 す る こ と に よ り

u・一舌 と な る ・ た だ しn-6な り・

次 に エ ー ル(Her)と い う遊戯 につ い て 述 べ よ う。 い ま ピー1ターが1組 の ト

ラ ソプ カ ー ドを もって い る。彼 は対 手 の ポ ール と 自分 自身 に ア ト ・ラ ソダムに

1枚 ず つ カ ー ドを くば る。 この2枚 の カ ー ドの 得 点 の 比 較 に よっ て 勝 負を争

う。 た だ しカ ー ドの 得 点 の優 位 の順 序 は 上 か らK,Q,J,10,… …2,Aと
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す る 。

い ま ポ ールが くば られ た カ ー ドに 満 足 しな い な らば,ピ ー ター と一 し ょに 他

の もの と変 え よ うと要 求 で き る。 しか し この とき ピー タ ーは これ に 応 じて も応

じな く とも よい 。 また も し ピ ー ターが 最 初 の カ ー ドに不 満 足 か 又 は ポ ール の要

求 に よ りと りか え た カ ー ドに 不 満 足 な らば,別 の カ ー ドと と りか え る こ とが で

き る。 しか しそ の 結 果 がKで あ った らそ れ を所 有 す る こ とは で きず 不 満 足 の ま

まで い な けれ ば な らない 。 また 最 後 に カ ー ドを比 較 した と き同 じ得 点 な らば ポ

ールは 負 け とす る。

これ を解 くの に お のず と原理 が あ る。 ポ ールが8又 は そ れ 以上 の もの を くば

られ た らおそ ら く変 え な い で あ ろ う し,6又 は そ れ 以下 な らば ピー タ ーに変 更

をせ ま るで あ ろ う。問 題 は ポ ールに7が くば られ た と きであ るが,こ の7に 満

足す るか しない か で また 場 合が 別 か れ る。 以上 に つ い て種 々の 細 か な 計算 が な

され てい るが 述 べ る まで もなか ろ う。

最 後 に第5蔀 は283頁 か ら414頁 に わ た る。 これ は モ ソモ ール とニ コラ ウス ・

ベ ル ヌー イ との 間 に と り交 わ され た書 簡 と ヨハ ンネ ス ・ベ ル ヌーイか らモ ンモ

ー ルへ の書 簡 とそ の返 事 か らな
っ てい る。い まそ の うち 興味 のあ る ものを拾 っ

てみ よ う。

第1の 書 簡 は ヨハ ンネ ス ・ベ ル ヌ ーイか らモ ソモ ー ルへ の もの で,フ ァラオ

ンや トレーズ の 他い ろい ろ な こ とに つ い て注 意 を与 え て い る。 これ に よ る と フ

ァラオ ンに お け る親 元 の利 益 を あ らわ す 一 般 の 公 式 は ヨハ ンネスが 与 え モ ンモ

ールが これ を採 用 した こ とが 分か る。 また トレーズに つ い て い え ば

φ(n)一・一去+蚤 一去+一 ・・+≒ ≒狸

＼

お よび

ψω 一φ(・)+÷ φ(　 ・)弓 一φ(　 2)+… ・・+(詣 一φ(・)

とお くとき

ψ(n)一÷+距 蛋+表+… …+計

に な る こ とを 注 意 して い る。 この 式 は 帰 納 法 に よっ て証 明 され,
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ψ(n+・)一 ψ(n)+(請 π な る こ とが 分 か る・

モ ンモ ールか らニ コ ラ ウスへ の書 簡 の なか に 次 の 問題 が あ る。 これ はそ の後

多 くの学 者 に よ って論 ぜ られ る よ うに な った 。

い まn+1人 の競 技 者 が い る。 そ の うち2の 人が 勝 負を 争 い,負 け た 者 が1

シ リ ソ グを供 託 す る。勝 った者 は 第3の 者 と争 い,負 け た 者 は や は り1シ リ ソ

グを 供託 す る。勝 っ た者 は 第4の 者 と争 う。 以下 これ と同様 につ づ く。 この よ

うに して勝 負 は 進 め られ るが,最 初 に 負け た もの はn+1人 が勝 負 を 終 わ るま

で 再 び 出 場す る こ とが で きな い 。か くして 誰 か が 全 部 を 負 か した と き勝 負 は 終

わ り,彼 は供 託 され たす べ ての 金 を 受 取 る。 各 競技 者 の期 待 値 お よび何 回か の

ゲ ー ムが 行 なわ れ るか 又 は そ れ 以前 に 賞 金 が 獲 得 され る確 率 を求 め よ。

この問 題 は 英 国 のWaldegraveに よっ て 解 か れ た の でWaldegraveの 問 題 と

よばれ る。 この 勝 負は 各 競 技 者 の 技備 が 同 じで あ る と仮定 してい る。 モ ソモ ー

ル は3人 の場 合 に つ い てす べ て を述 べ てい るが 証 明 は して お らない 。4人 の 場

合 に3回 か ら13回 まで の 間 に 賞 金 が 獲 得 され る確 率 を計 算 してい るが,そ の 法

則 は一 寸 受 取 り難 い 。 また そ れ 以上 の 人 数 の 場 合 も計 算 して い るが彼 自身 非 常

に 困難 で あ る と述 べ て い る。 この 問題 に関 して ニ コ ラ ウス とモ ソモ ール との 間

に と り交 わ され た 書 簡 は 数 多 い 。 ニ コラ ウス は一 般 に 何 人か の場 合 に この 問題

を 解 くこ とに 成 功 した が これ は素 晴 ら しい もので あ る。

またモ ソモ ールか らニ コラ ウスへ の 他 の書 簡 に次 の 問 題 が あ る。 これ は ホ イ

ヘ ソスの第2の 問 題(拙 稿(1),92頁 参 照)に 対す る注 意 で あ る。

い ま3人 の競 技 者 がい る 。袋 の なか に 白球 がa個,黒 球 がb個,合 計a+b-

c個 あ る。 これ を1球 ず つ取 出 して元 へ 戻 さ ない もの とす る。 そ の と き最初 の

競 技 者 が 白球 を 取 出す 確 率 は 次 の式 で 表わ され る。

÷+誕 与謬蟻 告 す+聖鵠 三三蟹1}+… …

モ ンモ ール はa,bが 大 きい 数 の と き この 級 数 の和 を 求 め る こ とに 自信 を も

っ て はい たが,そ うは 言わ ず にa=4と お い た 。ノそ の と き級数 は

舗 ≦≒評+編 苔+乏認 昏+……}
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、と な る 。 い まp-=b+3、 す な わ ちc=・p+1と お く と括 弧 内 は
覧

p(p・一一1)(p-2)十(p-3)(p-4)(p--5)十(p-6)(p-7)(p-8)十 … …

とな る 。 い ま こ の 級 数 のn項 の 和 を 求 め よ う。 まず 第r番 目 の 項 は

(p-一一3r十3)(p-3r十2)(p-3r十1)

と な るの で こ れ を

1・21・2・3

とお き,A,B,C,Dの 値 を 求 め る と

A=p(p-1)(p-2)B昌(9p2-45p十60)

C需54p-216C雷 一162

と な る の で,最 初 の 級 数 の 和 は

A+B(,一 ・)+9(!二 巫 ・望 ≧+D(・-1)(・-2)(r-3)

叩(P-・)(P-2)一 留)(9プ ー45P+6・)

+n(n-'1)(n--21・2・3)(5・P-一 一2・6)-」9(nr21舞 薯 吻3)・62

とな る ・ この解 法 は モ ソモ ールの もの に ほ ど近 く・Ωと して 号 姶 まれ る最

大 の整 数 を代 入 す る とよい 。

ニ コ ラ ウスか らモ ンモ ール への 書 簡 の なか に,男 女 の 出生 の割 合 がほ とん ど

一 定 で あ る とい う神 の摂 理 につ い て論 じてい る。 ニ コラ ウスは 実 際 の 調 査 の結

果 一 定 では ない と反論 した 。 ロ ソ ドソに おい て1629年 か ら1710年 まで の間 で は

平均 して 男18女17の 割 合 で あ るが,こ の比 か ら一一番 はず れ てい るの は1661年 の

男4748対 女4100と,1703年 の 男7765対 女7683で あ る とい う。 さ らに 進 ん で ニ コ

ラ ウス は理 論 的 に 男 が 生 れ る確 率 の 最 大 と最 小 との 差 は43分 の1で あ る こ とを

しめ した 。 これ を具 体 的 に い えぽ,14000人 の 赤児 の なか で 男 は多 い と き7363

人 で あ り少 ない とき7037人 で あ る とい う。彼 の 研究 は ベル ヌ ーtイの 定 理 とよば

れ る彼 の叔 父 ヤ コブス の定 理 の一 般 の証 明を 含 む もの で あ る。 これ に は2項 級

数 の項 の総 和 が 必要 に な る。

また ニ コ ラ ウスか らモ ソモ ールへ の 他 の書 簡 に 次 の問 題 が あ る。

AとBが サ イ コ ロで勝 負 をす る。Bが 最 初 に6を 出 した らAはBに1ク ラ ウ

ソ(5シ リ ソ グ)を 与 え る。2度 目に6を 出 した ら2ク ラ ウ ソ,3度 目に6を
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出 した ら3ク ラ ウ ンを 与 え る,以 下 同様 につ づ く。 この と きBの 期 待 値 ば

1234-6ny十
62十 一6謹一十 一6τ一十'○.'●'

で あ る。

この級 数 は 普 通 の 方 法 で 和 が求 め られ る。 これ と類 似 の 問題 が後 に ダ ニエ ル

・ベ ル ヌ ーイそ の 他 に よ って 論ぜ られ,有 名 な べ テル ス ブル グの問 題 とな っ た

の で あ る。

以 上 で モ ソモ ールを 終わ るが,実 際 彼 の 業 績 は そ の英 智 の鋭 さに お い て,堅

忍不抹 の点にお いて,精 力的な点において高い名声を博す る ものである。 これ

までほ とん ど開拓 され なか った分野に おいて彼 を活躍せ しめたそ の勇気 は まさ

に賞讃 さるべ きものがあ り,彼 のつ くった例は彼 よ り著 名な後継者に恰好 な刺

激を与 えた 。 ド ・モ ァヴルは確がに数学 の力においてモ ンモ ール よ りまさ り,

またモ ンモ ールの生涯 の2倍 も生 きたい とい う長 い人生か ら多 くの利益 を得 て

い る。 しか しその反面モ ンモ ールの地位は幸 運な境 遇にあ ったため多 くの閑暇

が与え られたが,ド ・モ ァヴルは ナ ソ トの勅令の廃 止に よ り追放の身 とな り,

加えて貧 困のため安定 な生活 を送 る ことがで きなか った。

D(ド 。 モ ア ヴ ル

下 ・モ ア ヴル(AbiahamdeMoivre)は1667年 シ ァ ンパ ニ ュの ヴ ィ トリに お

い て 生れ た 。彼 は ユ グ ノ ー(カ ル ヴ ァ ン派 の プ ロテス タ ン ト)で あ っ た ため ナ

ン ト勅令 の廃 止 に よ り1685年 に イ ギ リスへ 避難 し,そ こに お い て数 学 を教 え た

り偶 然や 年 金 に 関す る問題 に つ い て解 答 を与 えた りして 生 計を たて た 。 そ して

1754年 ロ ン ドンに お い て 生涯 の幕 を閉 じた 。

彼 は1697年 に 王 立 学 会 の 会 員 に選 ば れ た 。 彼 の 肖像 画 は,当 時 の 偉 大 な科学

者 の なか で も一際 光 彩 を は な っ て いた の で,学 会 の 会 合 に用 い られ る部 屋 の壁

を 飾 る蒐 集 画 のな か に 見 出 され る。 また ニ ュー トンが晩 年 に数 学 に 関 す る質問

に答 え た と き 「ド ・モ ァヴル 君 の と ころへ 行 って ご らん 。彼 は これ らの ことに

つ いて 私 よ りよ く知 って い る よ」 と付 け加 えた と記 録 され てい る。 イギ リス に

保護 され た 人 で,天 才 と美 徳 と しか も不 運 に よ りそ の 名 を高 め た 人 の 表 を作 っ
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てみ る と,ド ・モ ァヴル 以上 に そ の 名 を讃 え られ る 人は 見 出 し難 い で あ ろ う。

彼 の死 につ い ては しば しば 次 の よ うな逸 話 が伝 え られ て い る。す なわ ち毎 日

%時 間 ず つ 睡 眠 時 間 を増 して い ってつ い に 死 に 至 るで あ ろ うと予 言 した とい う

こ とで あ る。

さて ド ・モ ァヴル の著 名 な論 文DeMensuraSort二sは 哲学 紀 要(Ph丑osophical

Transactions)の 第329号(1711)に 発 表 され,そ の詳 しい題 名 はDeMensura

Sonis,seu,deProbabilitateE▽el】tuuminLudisaCasuFortuitoPendemibus(籔

引 きの 計算 に つ い て,又 は未 決 の偶 然 の 出 来事 に関 す る ゲ ームに お け る事 象 の

確 率 に つ い て)で あ る。 この 論 文 は の ち に 彼 の 著 書 「偶 然 の 教 理」(The

DoctrineofChances;or,aMethodofCalculatingtheProbabilitiesofEventsin

Play)に お い て拡 張 され た 。 この書 物 の初 版 は1718年 に,第2版 は1738年 に,

第3版 は1756年 彼 の死 後 に 出版 され た 。

まず 論文 の 内 容 につ い て述 べ よ う。 これ は26個 の問 題 と確 率 の 計算 法 を述 べ

た手 短 か な注 意 か らな って い る。

第1の 問 題 。1つ の サ イ コ ロを8回 投 げ た と き,1の 目が2度 又 はそ れ 以上

出 る偶 然(確 率)を 求 め よ。

第2の 問題(得 点 の 問題)。Aは4点 不足 し,Bは6点 不 足 してい る。1回

の勝 負に お い てAとBの 勝 つ 割 合 は3対2で あ る。 この とき勝 負 を 中止 した ら

賭 金 は 如 何 に 分 け るべ きか 。(こ こに 注意 す べ きはAとBと の技 偏 の等 し くな

い場 合 が は じめ て論 ぜ られ て い る こ とで あ る。)

第3の 問題 。AがBに3回 の ゲ ームの うち2回 を与 え る こ とが で き るな らば

1回 の 勝 負に お いてA,Bが 勝つ 確 率 は い くらか 。(こ の 問題 の意 味 に つ い て

は偶 然 の教 理D.C.問 題1を み よ。)

第4の 問 題 。AがBに3回 の ゲ ー一ムの うち1回 を与 え る ことがで き るな らば

1回 の 勝 負に お いてA,Bが 勝 つ 確 率 は い く らか 。(D.C.問 題2を み よ。)

第5の 問題 。1つ の サ イ コ ロを投 げ た と き6の 目が 少 な くと も1回 出 る確 率

がY2に な る よ う にす る(こ れ をevenchanceと い う)に は何 回 投 げ る と よい

か 。 これ はす で に モ ンモ ール に よ って 解か れ てい るが,ド ・モ ァヴルは 有用 な

近 似 公式 を付 け加 え た 。(D.C.問 題3を み よ。)



一28一 商 学 討 究 第13巻 第1号

これ に 引 き つ づ き補 題 と して ド ・モ ァヴル は,等 しい 個 数 の 面 を もつ サ イ コ

ロを い くつ か 投 げ た と き,出 る 目の 和 が 予 め 指 定 され た数 に な る確 率 を 見 出 し

てい る。 これ につ い ては 既 に モ ソモ ール の著 書 第1部(問 題1)に お い て詳 述

して お い た 。

第6の 問題 。1つ の サ イ コ ロを 投 げ た と き6の 目が少 な くと も2回 出 る確 率

が%に な る よ うにす るに は 何 回 投 げ る と よいか 。

第7の 問題 。 同 じ く,少 な くと も3回,少 な くと も4回,… … に つ い て し ら

べ よ。(D. 、C.問 題3,4を み よ。)

第8の 問 題 。3人 の競 技 者 に よ る得 点 の問 題 に つ い て 。(D.C.問 題6を

み よ。)

第9の 問題 。 ホ イヘ ソス の第5の 問 題 に つ いて 。 これ につ い ては モ ソモ ール

の著 書 第4部 に お い て述 べ た が,実 は ヨハ ソネ ス ・ベ ル ヌ ーイが注 意 した よ う

に第1版 に お い て モ ンモ ールは 誤 っ た陳 述 を した。 ド ・モ ァヴルは こ こでは じ

め て 一 般 の 公式,す なわ ち ゲ ーム の回 数 を利 限 しない 場 合 に2人 の 競技 者 が 互

い に対 手 を破 滅 させ る確 率 に関 す る一 般 の 公式 を 出版 した の であ る。(D.C.

問題7を み よ。)

第10の 問題 。2人 の競 技 者 が24枚 の硬 貨 で 勝 負 を争 う。3つ のサ イ コ ロを振

った と き11が 出 た らAは1枚 の 硬貨 を も らい,14が 出 た らBが も ら う。か くし

て 先 に12枚 の 硬 貨 を 得た ものを 勝 ち とす る。 この と き2人 の 勝つ 確 率 は い くら

か 。(D.C.問 題8を み よ。)

第11と 第12の 問 題 。 ホ イ ヘ ソス の第2の 問 題 につ い て 。(拙 稿(K)p82,

D.C.問 題10,11を み よ。)

第13の 問題 。 ホ イ ヘ ソス の第1の 問 題 に つ い て 。

第14の 問 題 。 ホ イ ヘ ソス の第4の 問題 に つ いて 。,

第15の 問 題 。waldegraveの 問 題 につ い て 。 これ につ い て は モ ソモ ー ル の著

書 第5部 に お い て 述 べ た が,ド ・モ ァヴ ルは3人 の 場 合 に つ い て 研 究 して い

る。そ して これは後 に4人 の場合に拡張 された。彼が この問題 の解法をは じめ

て 出版 した の で あ る。

第16と 第17の 問 題 。 木球 の ゲ ー ムに 関す る問題 につ い て 。(モ ソモ ール第4



古典確率論における諸問題(皿)(武 隈)-29一

部 。た だ し本 稿 に お い て は省 略 。D.C.問 題37,38を み よ。)

第18と 第19の 問題 。(D・C・ 問 題39と40を み よ。)

残 りの7つ の問題 は 遊 戯 の持 続 に関 す る もので あ る。(D.C。 問題58,60,

61,62,63,65,66を み よ。)

以上 の説 明か ら明 らか な よ うにDeMensuraSortisは 歴 史 的 に貴 重 な文献 で

あ り,そ れ に 含 まれ て い る結 果 は既 にArsConjectandiの 写 本 や モ ンモt・・一・ル と

ベ ル ヌ ーイ の 間 の書 簡 に あ らわれ て い る とはい え,多 くの重要 な結 果 が は じめ

て 出版 され た とい う点 が 注 目に値 す る。

さて い よい よ 「偶 然 の教 理」 の 内 容 に つ い て述 べ よ う。 これ の第3版 は年 金

に関 す る もの を 除外 して74個 の 問 題 を 含 ん でい る。
　

問題1.1個 の勝 負 に お いてAとBの 勝 つ 確 率 を そ れ ぞ れP,qと す る。B

が ・個勝 つ以前 にAが3回 勝つ解 カミ÷(す なわちeven・han・ ・)な りとすれ

ばP,qは い く らか 。(こ れ はDeMensuraSo㎡sの 第3の 問 題 で あ る 。)

解 プー÷ ・ 故にP一 量7q+右

問題2.同 じくBが2回 勝つ以前 にAが3回 勝つ僻 が一診 とき,P,qは

い く らか 。(M.S.第4の 問 題 。)

解P・+4P・q-÷ を 解 く と よ い.

問 題3.4.5.こ れ は 一 般 に 次 の よ うに 述 べ られ る。1回 の試 行 で事 象が 起 る

偶 然 の数 をa,起 らない 偶 然 の数 をbと す る。 この とき事 象 が 少 な くと もr回

起 る こ とが 同等偶 然(evenchance)で あ るた め には 何 回試行 を行 なわ なけ れ ば

な らない か 。(M.S.第5,第7の 問 題 。)

解r-1の と きxを 求 め る 試行 の 数 とす る。 事 象 がx回 引 き つづ き 起 らな

い確率は 「議 γ な礁 事象が少なくとも・回起る確率は ・一一(a瀞

である・そ撒 詣 一÷ を 解 くとよい・

ド・モ ・ヴ・レは これ よ り以下 の近似公式を導いた.÷-qと お くと上式 よ り



L

一30一 商 学 討 究 第13巻 第1号l

xl・g(・+÷)-1・92

これ よ りq-・ な らば ・一・・またqカ ミ・よ り大 な らば1・g(・+÷)を 麟 して

xl÷-a・ 一+一話一 み+… …}-1・92・

とな る・故 にx÷d・92÷ 卸 とな る.

次に ・-3の とき講 がx回 のうち少な くと湖 起る確率は 儲+

論 「ア の展開式の最初の(x-2)項 の和でありこれが÷ なるを以て・最後

の3項 の 和 も÷ で な け れ ぽ な らぬ.す 肋 ち

bx+・b・-i・+(x-11
・2)bX一 ㌘ 一÷(a+b)・

と な る 。

÷-qと お け ぽ(・+÷)x-2{・+奇+-9(llqiF121)}と な り・q==・ の と き

x・=5と な る 。

qが しだ い1こ 大 き くな る と きi-Zと お く と・e・一・2(Z21+Z+?一)'

とな る 。 このZは ほ ぼ2・675に 等 し い の で,ド ・モ ァ ヴ ル はxが つ ね に5qと

2・675qの 間 に あ る と結 論 した 。 しか し証 明 は して お らな い 。

な お こ の 問 題 に 関 し一 般 に 彼 はxが 次 の 値 の 間 に あ る とそ の 表 を 与 え た 。

r==1の と き1qと0.693qの 間 に

r=23q1.678q

r=35q2。675q

r==47q3.672q

r=59q4.670q

◎
r==611q5.668q

2n-1そ し
てqが 十 分 大 きい 場 合 に,少 な く と もn回 起 る た め に は,試 行 を 一2-q
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回す なわ ち大 略nq回 行 なわ ね ぽ な らぬ と推 論 して い る。 しか し これ に 関 して

深 い研 究 を して い るわ けで は な い 。

さて この問 題 の次 に,ド ・モ ァヴ ルは 等 しい個 数 の面 を もつ サ イ コ 目を い く

つ か投 げ た と き,出 る 目の和 が 予あ 指 定 され た数 に な る確率 を 論 じて い る。

問題6.3人 の競技 者 に よ る得 点 の問 題 に つ い て 。(M.S.第8の 問題 。)

これ に関 して ド ・モ ァヴルは フ ェル マ と同 じ解 法 を与 え てい る。 そ の 上競 技

者 が 何 人 で あ っ て もで き るだけ 計 算 が しや す い 法 則 を 与 え て い るが そ れ は や は

りフ ェル マ の解 法 に 基礎 を お くもの で あ る。

問 題7.ホ イヘ ソス の第5の 問 題 に つ い て 。(M.S.第9の 問 題 。)

さ きに 述 べ た よ うに ド ・モ ァヴルは ヤ コ ブス ・ベ ル ヌ ーイ と同 じ方 法 で この

問 題 を一 般 化 し,証 明 を附 したそ の結 果 をDeMensuraSortisに お い て は じ

め て 出 版 した 。 しか しそ の 証 明は 非 常 に 単純 で あ り完全 とい うわ け に は いか な

い 。 何 故 な らAがBを 破 滅 させ る確 率 とBがAを 破 滅 させ る確 率 との比 を求 め

結 果 的 には い ず れ か一 方は 破 滅 しなけ れ ば な らぬ と仮定 す る こ とに よ り,2つ

の確 率 の絶対 値 を 求 め て い るか らで あ る。 詳 細 はDeMorganの 著 書Essayon

Probabilities(1838)附 録1を 見 られ たい 。 な お この古 い 書 物 は 本学 の書 庫 に お
'

い て 実際 に 見 る こ とが で き る。

問 題8.(M.S。 第10の 問 題 。)

問 題9。AとBと の技 偏 の比 はa対bで あ る。Aは 賭 金 か らqを 得 るか 又 は

pを 失 な うまで争 い,BはAが 金 額Gを 供 託 した な らば 自分は 金 額Lを 供 託 す

る とい う。 この ときAの 有利 不 利 を し らべ よ。

これ は 問題7の 拡 張 で あ る。 とい うのは 一 方 が 破 滅 す る まで 勝 負 をす る訳 で

は な く,ま た両 者 の供 託 の仕 方 が 同一 で な いか らで あ る。

問題10.11.A,B,Cがn個 の面 を もつ サ イ コ ロを投 げ て 勝 負 を争 う。

そ の うちa面 はAに,b面 はBに,c面 はCに 有利 と し,a+b+c-nと す 。 い

ま3人 が順 次 に投 げ る とき各 人 の 期待 値 の比 を 求 め よ。(M.S.第11と 第12

の問 題 。)

問題12.AとBが2っ の サ イ コ ロを 交 互 に投 げ,Aが7を 出 した ら勝,B

が6を 出 した ら勝 とす る。2人 の期 待 値 の関 係 を求 め よ。(ホ イ ヘ ンス の第14
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の問 題,拙 稿(皿)80頁 。)

問題13.Bassetteの ゲ ームに つ い て 。(拙 稿(il)96頁 第21の 問 題 。)

問 題14.Pharaonの ゲ ・一ムに つ い て 。(モ ソモ ール第2部 。)

問題15-20.こ れ らに お い て ド ・モ ァヴルは偶 然 の簡単 な 問題 か ら順 列;

組合 せ の 理 論 へ と進 ん で い る。 これ は 現 代 の 流儀 に く らべ る と逆 で あ る。

問題21-一 一 一25.こ れ らは 籔 の問題 の応 用 を論 じて い る。 そ の なか に註 と し

て 次 の 級数 の公 式 を述 べ て い る。

÷+n峯 、+n}2+n隼3+… …+a圭 、

-iag÷+di一 か 会(÷ 一÷)+芽G}一 ÷)

+÷(÷ 一÷)+… …`

こ こ にA-÷,B-一 一むC一 老,・ … ・・

問題27-一 一一32.9岨drr皿eの ゲ ームに つ い て 。 これ は組 合 せ の理 論 の簡単 な

例 で あ る。

問題33.Pharaonの ゲ ー ムにつ い て ◎

問 題34.AとBが 勝 つ偶 然 の比 はa対bで あ る。Aが 妨 害 され ず に 勝 つ 限

りBは 彼 自身 をAに む け る こ とを余 儀 な くされ る。 この と きAが 彼 自身 の手 に

よ り得 る利 益 は 何 程 か 。

解 求 め る結 果 は 　

劉 ・+a皐b+(詣+(。 事by+・ …・う一a言bあ る・

問 題35.全 部 相 異 な る文 字a,b,c,d,e,f,… … を1例 に な らべ る。 も しa

が1番 目に あ り,bが2番 目に あ る,… … とい うよ うに な らん で いれ ばそ れ ら

は 正 しい 排 列 に あ る とい うが,cが4番 目,dが7番 目 …… とい うよ うに な ら

ん で いれ ばそ れ らは 乱 雑 な排 列 に あ る とい う。n個 の文 字 の うちP個 が正 しい

排 列 に あ り,q個 が乱 雄 で は あ るが指 定 され た 位 置 に あ り,残 りのn-P-q個

が 自由 な排 列に あ る確 率 を求 め よ。(モ ソモ ール第2部 。Treize,Rencontreの

問 題 。)
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解 寒める確率は

n(n-、 〉.k,一(_P+、){・-9ffl-S+鵯)(n-P)(蓋 † 、)一 ・一}

で あ る。 と くにP=0な らば

・-1÷+卑 ぎ)
n(,L-i)一 一 ・・

そ の 上q=・m-1な らぽ

・一一111-1L't+(m1=t'lsg1=u!(,m2)
n(n毛 、)一 … …

とな るが,こ れ は モ ンモ ー一ル の与 え た もの で あ る。

上 の 公式 を求 め た ド ・モ ァヴル の 方法 を述 べ てお こ う。 まずaが1番 目に あ

る確 率 は÷ で ・aが ・翻 こあ りbヵ ミ2翻 こあ る確 率 は
n(1n-1)で あ る ・

故 に ・が ・翻 こあ りbが2翻 こない 確 率 は÷-n(n≒)で あ る・ 同様 に

a・b・cが 各 自の位 置 に あ る確 率 は
n(n.一 、1(n-2)で あ り・ これ か らaとbカ も

各 自の位 置 に あ る確 率 を ひ くと,aとbが 各 自の位 置 に あ りcが 自分 の位 置 に

な い確 率 と して

11

n(n-1)n(n-1)(n-2)

が 得 られ る。 次 に説 明 を簡単 にす るた め に+aを 以て正 しい 位 置 に あ る こ とを

しめ し,-aを 以 て乱 雑 な 位 置 に あ る ことを しめす 。 例 えば+a+b+c-d-e

はa,b,cが 正 しい位 置 に あ っ てd,eが 乱 雑 な 位置 に あ る こ とを しめす 。 こ

れ よ り

111

τ=「 ・ 爺 一1)=s・n(n--1)(n-2)`=t・'● …

と お く こ と に よ り ド ・モ ァ ヴ ル は

十b-a==r-S

十c十b-a=s-t

+c-a--b=卜2s+t
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等 々をみ ち び い た 。 しか し彼 は一 般 の証 明 をす る こ とな く,簡 単 な場 合 だけ を

し らべそ れ が一 般 に成 立 す る もの と仮定 してい た 。

問題36.前 題 の拡 張,こ れ に は6つ の系 が 附 され て い る。

問題37.38.(M.S.第16と 第17の 問 題 。)

問題39.面 の数 が一 定 の サ イ コ ロを何 回 か投 げ る と き,あ らか じめ 約 束 し

た 目を出す 確 率 は い ≦らか 。(M・S・ 第18の 問 題 。)

解 面 の数 をp+1と し,nを 投 げ る回数,fを 約 束 の 目の数 とす れ ぽ確 率は

て請 ア{(P+・)堂+葉 夢(P-・)・

一一禦1撃(P-2)n+・ 一}

とな る。

問題40.面 の数 が一 定 の サ イ コ ロを 何 回投 げ る と,あ らか じめ 約 束 した 目

を 出す こ とが可 能 に な るか 。(M,S.第19の 問題 。)

解 可能 とい うのは確 率が1に なる意味 なので,上 式を 壱とおいてnを 求 め

る と よ い 。 しか し これ を 解 く こ とは 精 確 に は で き な い の で ド 。モ ァ ヴ ル は 次 の

よ うな 近 似 計 算 を した 。 す な わ ち

p十1,p,p-1,,p-2,・ ・・…

P十1 とお け ば 上 式 はを 等 比 数 列 と考 え る
。 そ し てr・=

P

レ 昼+」 縄 Σナ ーf禦 舞2'番 「+一 一÷

枷 これより(・一÷y-一 故に ÷ 一・-Cげ

とな っ て 勲を対 数 に よ り求 め る こ とが で き る。

この近 似 が成 功 した のは 等 差数 列 を 等比 数 列 と考 え る ことが で きたか らで あ

り,そ れ は数 列 の各数 が 大 き くて 間 隔が 小 さい場 合 に 可能 で あ る。 この ア イデ

アは 王 立学 会 の 秘書Halley博 士 に 負 うもので あ る と ド ・モ ァヴルが 感 謝 の意

を 表 してい る。 このす ぐれ た アイ デ アは後 年 ラ プ ラスに よっ て も注 目され た 。

問 題41.1と しる され た面 をa個,2と しる され た 面 をb個,3と しる され
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た 面 をc個,… …を もつ プ リズ ムをn回 投 げ た とき,1の 面 と2の 面 が 必 ず あ

らわ れ る確 率 を 求 め よ。

解a+b+c+d+… …-sと す れ ば 求 め る確 率 は

÷[♂ 一{(・ 一 ・)・+(・-b)n}+(・ 一 ・一・b)・]

で あ る。

問 題42.(重 要 で は な い の で 省 略 。)

問 題43.い くつ か の 事 象 の確 率 が 与 え られ て い る と き,そ れ が 与 え られ た

順 序 に 起 る確 率 を 求 め よ 。 た だ し何 回 起 っ て もか まわ な い も の とす る 。

問 題44.45.Waldegraveの 問 題(M.S.第15の 問 題 。)

問 題46.47.Hazard(偶 然)の ゲ ー ム に つ い て 。

問 題48.49.RaffH㎎(富 籔)の ゲ』一 ムに つ い て 。 これ は3つ の サ イ コ ロを

投 げ た と き,同 じ 目が3つ,又 は2つ 出 た 場 合 を 論 ず る もの で あ る 。

問 題50.Whisk(箒)に つ い て 。 こ の ゲ ー ム に お い て 一 方 が 名 誉(カ ー ド

の 表 を 上 に し て お く)を うけ な い 確 率 は

4325・26・25925・24・26・256504・3-
13一 ●'1-●-5iτ50「 再9「 十一i語一●-1歪 一●-51-=50:49748-=　 1666一

で あ る と計 算 し た 。

問 題5155.Piquet(杭)に つ い て 。 これ は 組 合 せ の 簡 単 な 計 算 に よ っ て

解 け る カ ー ドの 問 題 で あ る 。

さ て い よ い よ ド ・モ ァヴ ル の 業 績 の うち 最 も 重 要 な 部 分 で あ る 遊 戯 の 持 続

(モ ソモ ー ル,第4部)に つ い て 述 べ よ う。 彼 は 序 文 に お い て 次 の よ うに 述 べ

て い る 。 「私 が 最 初 に 遊 戯 の持 続 に 関 す る問 題 の 一 般 解 法 を 試 み よ う とは じめ

た ときには,こ の題 目に対 して私 に光を与 えて くれ る書物で当時存 在す るもの

は何に もなかった。 とい うのはモ ソモ ールで さえ も,彼 の書物 の第1版 におい

て この問題 の解 を与 えた とはいえ,得 失 され る賭 は3個 に限 られ,競 技 者の間

の技禰は等 しい と仮定 され,そ の上彼 の解には証 明が な く,ま た のちに証明が

得 られた ときで も問題 の一般 の解を得 るのに役立 たなか った。 したが って私 自

身 の探 求が もた らした結果は成功 している とはいえ,正 しいか ど うかを しらべ

てみ ることが強要 され た。私 の見出 した結果は後 に一般 に述べ られ る前に私 の
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雛 形 で 出版 され た 。」 こ こでい う雛 形 とはDeMensuraSortisの こ とで あ る。

遊 戯 の持 続 の 問題 は一 般 に 次 の よ うに 述 べ られ る。Aはni個 の硬 貨 を もち,

Bはn個 の 硬貨 を もつ 。1回 の ゲ ームに お い て2人 の勝 つ 割 合 はa:bで あ る。

ゲ ームの敗 者は相手 に1つ の硬貨 をわたす。或 回数 の ゲームが行 なわれ るか又

はそれ 以前 に,競 技者 の1人 が相手 の硬貨を全部獲得 す る確率 を求 め よ。 ・

ホイヘ ンスの第5の 問題 では回数 の制 限 な しに全部を取 り上げ る場 合を論 じ

てい るが,こ れ はそれ よ り一般的 であ る。

問題5859に おいてはm・=nの 場合を解い てい る。そ してn-2,3の 場合

を しらべた後 に次の一般法則 をみちびいた。

与 え られ た回数 において勝 負が終わ らない確率 を決定す る法則 。

い まnを 競技 者の 各 々が もってい る硬貨 の 個数 とす る。コ+dを 与 え られた

回数 とす る。 この ときa+bをn乗 して 両端 の項をす て る。 次に この 残 りに

a2+2ab+げ を掛け て また両端 の 項 をすて る。 さ らにa2+2ab+ド を掛け て両

端をす て る.こ れ を繰返す こと号 回にお よんで得 られ 斌 を分子 とし,分 母

を(a+b)n+dと す る分 数 を作 れ ば これ が 求 め る確 率 で あ る。 こ こにdが 奇数

の ときd-1を も って お きか え る。

これ に よ る とn-4,d・-6の と き求 め る確 率 は 次 の よ うに な る。 まず(a+b)`

を展 開 して両 端 をす て,a2+2ab+b2を 掛 け 両 端 をす て,さ らに2回 これ を行

な う。そ して 上 に述 べ た分 数 を作 る と

164a6b4十232asb5十164a`b6

(a+b)10

とな る。 これ は 勝 負 が10回 の うち に終 わ らない 確 率 で あ る。

また 上 の 計 算 に おい て捨 て た部 分 を集 め る と,そ れ は 与 え られ た 回 数 に お い

て勝 負 が 終 了す る確 率 とな る。 したが ってそ れ は

48a7b9十48a8b714a6b2十14a2b6a4+b44a5b十4ab5

(爵b)・一+一(評 硬一+一(評5ヲ ・て評bア ー+一

一 一ご ‡蔚{・+(4ab14a2b248a3b8評研+(
a+b万 「+(。+b)・}'

と な る 。

さ てn・ ・4.d-6の と きい ま の式 に お け る分 子 の 係 数 は4,14,48と な る が,
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ド ・モ ァヴルは これ につ い て 一般 の公 式 を与 え た。 これ は 非 常 に 重 要 な結 果 で

あ る証 明が 与 え て お らない の が 残 念 で あ る。 後 年 ラ プ ラスが そ の著Th60rie,

analytiquedesprobabilit6sに お い てAがn+2x回 に おい て ま さ し く勝 つ 確 率 は

all亡tl

l1+騨 『 、1ユゴ 辞 亜}2

の 展 開 に お け るt"+2xの 数 係 で あ る と証 明 した 。 こ こにa+b=1で あ る。

問題60.AとBの 一 方 が4つ の賭 を得 るか又 は 失 な うまで 争 う。4回 の ゲ

ー ムで 勝 負 を 終 らせ な い た め には2人 の技 傭 の比 をい か にす べ きか 。
ヤ

問題61.同 条件 で,勝 負が4回 の ゲ ー ムで終 わ る こ とを3対1の 賭 にす る

た めに は,2人 の技 偏 の比 を いか に す べ きか 。

問題62.同 条件 で,勝 負が6回 の ゲ ー ムで 終 わ る こ とを 同 程 度 の賭 にす る

た め には,2人 の技 禰 の比 を いか にす べ きか 。

問題63.64に お い てはmキnの 場 合 を解 い て い るが や は り証 明 を与 えて お

らない のが残 念 で あ る。後 年 ラ プ ラスが 証 明 した よ うに,Aがn+2x回 に おい

て まさ し く勝つ 確 率 は

11+V〆fπPL∫1--V/1=石lm

。・t・1一 百一1し2二 二∫∫遡 く1=石lm+'1
_∫ ■二y亘lm+11

12112∫

の 展 開 に お け るt"+2xの 係 数 で あ らわ され る。 こ こにc=・abt2と す 。

問題65.Aが 無 限 の 資本 を もつ と きす なわ ちmが 無 限 の と き,与 え られ た

回 数 に おい てBを 破 滅 させ る確 率 を求 め よ。

解AがBに 勝 つ た め の 賭 の 数 をnと し,n+dを ゲ ー ムの 回数 と す る。

a+bを まずn+d乗 す る・d碕 数 の とき,そ の麟 式 におけ る最初 の 勘 上

項 を とる.次 にそれにつづ くd去1廊 おけ る係数 撮 初 のd吉1項 の係数 を

逆 にな らべた もの ととりか く一る.dが 偶数 の ときは最初に 号+・ 項を と 蜘 こ

そ れにつ づ く甚 項 におけ る係数を最初の ものを 逆 にな らべた もの とどりか え

る 。 た だ し1つ だけ は 用 い な い 。 そ して これ らの 項 の和 を 分子 と し,分 母 を
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(a+b)11+bと す れ ば 求 め る 確 率 が 得 られ る 。

例 え ばn=3,n+d・-10の と き,a+bを10乗 す る と

alo十10agb十45a8b2十120a7b8十210a6b4

+252asb5+210a4b6+120a8bT十45a2b8+10ab9+bio

と なる.d-7騎 数 な る撮 初 の 穿L-4項 を と り,次 の4項 の 係数 をと

りか え た も の を 作 っ て,上 の よ うに 分 数 を 作 る と

(aio十10agb十45a8b2+120a7b3+120a6b`十45a5b5+10a4b6+a{稽 〕7)/(a+b)10

と な るが,こ れ が 求 め る確 率 で あ る 。 も しAとBが 等 しい 技 傭 な らば,こ の 分

'

数は蓋 多 すなわち昔 となる.

上式 の正 しい 理 由は組 合せ に おげ る次 の 問題 か ら導 かれ る。

r個 の文 字aとs個 の文 字bと 一 列 に な らべ た と き,左 か ら数 え てaの 個数

が つ ね にbの 個 数 よ りnだ け 多 い な らべ 方は,r+s個 の なか か らr-n個 を と

る組 合せ に 等 しい 。

例 えば 上 の例 に おけ る120a6b`はr=・6,s=4,n・=3か ら 、。C,-120と そ の係 数
噛/

が 求 め られ る。

この 方法 は モ ンモ ール(第4部)に よる もので あ るが,彼 のや り方 は あ ま り

満 足 す べ き もの では なか っ た 。 ド ・モ ァヴル の解 法 は これ を 明確 に した 弘ので

あ る。

ド ・モ ァヴルは また第2の 解 法 を得 てい る 。 しか しこれ に は 証 明が な くた だ

公 式 だけ を 与 え て い る。 そ れ 故,こ こで は ラプ ラス に よ る公 式 か ら導 い て お こ

う。問題63.64.に おけ る公 式に お い てmを 無 限 大 にす れ ば,Aがn+2x回 に ま

さ し く勝 つ 確 率 は ・

atltil

{上 ヒ≦『"・ 、

の展 開 に おけ るt"+2xの 係数 で あ る。

問 題66・ 与 え られ た 回 数 にAはq個 の賭 に 勝 ち,Bがq個 の賭 に 勝 つ確 率

を 求 め よ。

問題67.与 え られ た 回数 にAはq個 の 賭 に 勝 ち,Bが そ の 間にq個 の賭 に

4
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勝 た な い確 率 を求 め よ。

この あ と循 環 級 数(RecurringSeries)に つ い て述 べ て い るが,確 率 の計 算 に

お い て は 級数 の和 を求 め る こ とが しば しぼ あ るの で これ は 重 要 な こ とで あ る。

次 の 問題71は そ の応 用 で あ る。

問 題71.MとNが1回 の 勝 負 に お い て勝 つ 割 合 はa対bで あ る。 そ して一

方 が4つ の賭 を得 るか 又 は 失 な うまで 勝 負 を争 う。 これ と同 時 に,RとSが1

回 の勝 負 に おい て勝 つ割 合 がc対dで,一 一方が5つ の賭 を 得 るか 又 は 失 な うま

で 勝 負 を争 う。 この と きMとNと の勝 負 がRとSと の勝 負 よ り早 く終 わ る確 率

を 求 め よ。

問題73.AとBが1回 の勝 負 に おい て 勝 つ 割 合 はa対bと す 。2人 がn回

ゲ ームを行 なつて,Aがn回 勝 った ら潔5円 観 物 人Sに わ た い 一・回勝

った らG鴇 一り 円をわ たす・ …… と約 束 した らsの 期待 値は い くらか ・

解 これ に関 しては ド ・モ ァヴルは 結 果 だけ を 述 べ て 証 明 を して い な い 。A

力姻 勝つた繍 まG制 瓢 その期待値は 儲 ア蓋 とな

る・ ・また(一 ・)購 つ確率は 藩 吉 なので・その鮪 値は 藩 券

C藷 一・)となる・

以 下 これ を つ づ け て そ の和 を求 め る のに

n-c(a+b)と お くと,分 子 は

a・bc+na"一'b(b・ 一・)午 』 鴨 Σ 轡(b・ 一一2)+… …

と な り,括 弧 は そ の な か が 正 な る 限 り?つ く。 こ の 和 は

但)(n-2)・ ・・…(n-bc十1

(bc--1)!)a・1-b・+ib・ ・一・b・

と な る が これ は ド ・モ ァ ヴ ル の 結 果 と一 致 す る 。

さ てAとBと の技 禰 の 比 がa対bな る と き,ベ ル ヌ ー イ の定 理 に よれ ば 試 合

回 数 を 大 き くす る とAとBの 勝 つ 回 数 はa対bに 近 づ く こ とが 高 程 度 の確 か ら

し さで 成 立 す る 。 こ の こ と に 関 し て ド ・モ ァ ヴル は 問 題73を 解 い た 後 に 研 究 し
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て い るが ベル ヌ ーイ の定 理 の逆 の利 用 を 問題 に して い る。彼 は 引 きつ づ き 「級

数 に 展 開 した二 項 級 数(a+b)11の 項 の和 を近 似 的 に 求 め る方 法」 を論 じて い る

が,こ れ は 「正 規 曲線」(NormalCuwe)の 公 式 例 えぽ確 率 誤 差 な どを始 め て

述 べ た もので あ る。 実 は これ に関 す る部 分 丈 は 既 に 小 さな論 文APPτoxim甜o

adSummTemmin()rumBinomiia+b!L(二 項 級数 の項 の和 の近 似)と して

1733年 に 少 数 の友 人 に 配 布 して い る。 この英 訳 は今 日D.E.snthのAsource

bOokinmathematics(1929)566頁 に お い て 見 る こ とが で きる。

問 題74.n回 の試 行 の うち に,要 求 され た事 象を 中 断 す る ことな くp回 実

現 させ る確 率 を求 め よ。

中 断 す る こ とな くp回 つ づ い た もの をp個 の連(run)と い う。

解 この 問題 に関 して ド ・モ ァヴル は 結 果 だ け を 述 べ て 証 明 を して お らな い 。

1回 の試 行 に お い て事 象 が 実 現す る確 率 をa,実 現 しな い 確 率 をbと す る。

い まu、、を 以 てn回 の試行 にp個 の 連 が 起 る確 率 を 表 わせ ば,

Un.、-u。+(1-u、 トP)baq

とな る。 これ よ り母 函 数 を用 い て解 くのが 近 代 の方 法 で あ る。

以 上で74個 の 問題 を終 わ り,こ の あ と年 金 算 に つ い て述 べ てい る。

か くして ド ・モ ァヴル の大 きな業 績 は 遊 戯 の持 続,循 環 級数 の理 論,ス タ ー

リ ングの定 理 の援 助 に よ りベ ル ヌ ー・イ の定 理 の価 値 を拡 大 した こ と,な どで あ

る こ とが 理 解 され た ので あ ろ う。 また既 に述 べ た よ うに種 々の重 要 な結 果 に対

して彼 が そ の証 明 を隠 さな か った な らば,彼 に対 す る我 々の恩 義 は さ らに 増大

した で あ ろ う。 しか し確 率 論 に対 す る貢献 が彼 以 上で あ った数 学 者 は他 に お ら

な い)t唯1人 の例 外 ラ プ ラス を 除い て。

(1962.4.20.〉




