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線 型 計 画 と 不 確 実 性

古 瀬 大 六

§00.St㏄hasticLPProblems:一

典 型 的 な 紐 問題

mindκ

∠饒≧ ∂

x≧0

に お い て,A,b,Cが 何 等か の母 集 団か らの サ ソプ ル と して与 え られ る場 合,

このxを ど うして 決 め た ら よい だ ろ うか 。 これ が,い わ ゆ る,stochastic

linearprogrammi㎎problemsに 外 な らな い。LPの 実 用 化 の妨 げ とな っ て

い る最 大 の 難 点 の一 つ が,定 数A,b,Cの 不確 定 性 に あ る こ とを考 え る とき,

stochasticLPの もつ実 践 的価 値 は極 め て大 きい,と いわ なけ れ ば な らな い 。

確 定 的ILiPの とき と異 な り,こ のstochasticLPの 最 適 解x⑤ に は,そ の

立 場 立 場 に よって,多 種 多 様 な もの が存 在 し うる。 そ の うちで,今 まで に 最

も よ く研 究 され て い るの は,次 の三 つ の互 いに 異 な った立 場 か らす る最 適解

に つ い て で あ る。

膿器 膿:
A,b,cの 確 定 値 を 観 測 した 上 で,確 定 的LPを 解 い てxoを 求 め よ うとす

る の がwaitandseesituationで あ る 。 これ は,通 常 のdeterministicLPそ

の も の に 外 な らな い 。4b,Cが い く ら に な るか は っ き り し な い うち に,予

め κ。を 決 め て おか な け れ ぽ な ら な い の が む しろ 現 実 的 な要 求 で あ る 。 こ の

要 求 に 応 え よ う とす る も の がhereandnowsituationで あ る 。
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事 前 にxoを 決 め る場 合 で も,後 でA,b,cが 確 定 した とき に,改 め て そ

のinfeasibilityを 何 等 か の 方 法 で 補 正す る こ とが で き る 場 合(tw()・stage

problem)と,そ れ が で き な い場 合(one-stageproblem)と に分 け て 考 え な

け れ ぽ な らな い。

以 下,こ れ ら種 々の場 合 に つ い て,そ の最 適 解 の求 め 方 を考 えて み よ う。

これ らは,大 部分,Dantzig,Madanskyそ の他 の諸 学 老 の研 究 結果 を再 編 集

した もので あ る。

§10.WaitandSeeSituations:一

A,b,cの 値 の 確 定 を 待 っ て,お もむ ろ に そ の 最 適 解 を 求 め るの で あ るか

ら,deteごrにinisticH)を 解 け ば よ い 。 最 適 解 の 算 定,と い う点 で は 通 常 のLP

と何 等 異 な る と こ ろ は な い 。 然 し,こ の よ うな 決 定 が,種 々 のA,b,cに つ

い て 何 度 か く りか え し行 な わ れ る な らば,こ れ ら の 多 数 の確 定 的LPの 最 適

解 が ど の よ うな 分 布 を もつ だ ろ うか,と い う疑 問 が 湧 い て く る こ とは,当 然

と い っ て よ い 。

このwaitandseesituationb,こ お け る多 数 の確 定 的LPの 最 適 解 の 分 布 を

予 測 す る と い う問 題 を 最 初 に と り あ げ た の は,IowaStateCollageのM.

M.Babber,"StatisticalApproachinPlanningProductionProgramsforIndepe-

ndentActivities,"」DoetoralThesis,1953及 び,G.Tintner,"StochasticLinear

ProgrammingwithApplicationstoAgriculturalEconomics,"Proceedingsof

theSecondSpmψosiuminLinearprogramming,Washington,D.C.,丁an.27--

29,1955,Vol.1,pp.197-228で あ る 。

そ の 基 本 的 な 方 針 は,Aκ ≧bの 基 底 解B㈹c(ic)・ ・bの 各 々 に つ い て,そ れ

がfeasibleで あ る よ うな(A,b,c)の 変 域S・,そ れ が 最 適 解 で あ る よ うな

(A,b,c)の 変 域T・ を 求 め,そ の共 通 領 域U・ ・S・∩T・ を 確 定 す る,と い

うや り方 で あ る 。 これ ら の 共 通 領 域 ひ,醜,… …,賑 が き ま りさ えす れ ば,

与 え られ た 確 率 分 布 函 数P(A,b,c)か ら,最 適 解xoの 分 布,目 的 函 数
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c'xoの 分 布 を計 算 す る こ とは,単 純 な数 値 計 算 の 問題 にす ぎ な い。

しか し,こ れ ら 仏 を確 定 す る手 続 きは,そ れ ほ ど簡単 で は な い。(砺,

b,Cf)が 互 い に独 立 な正 規 分布 を も って い るな らぽ,Tintnerの 方 法 で,比

較 的 簡単 に,最 適 解xoの 平均 と分 散 との 近 似値 を求 め る ことがで き る。 こ

の独 立 性 ・正 規分 布 の 条件 が 満 され な い とす る と,こ れ をdiscreteな 分 布 で

近 似 させ た上 で,強 引 な 目の子 算 を行 な うよ り外 に 方 法 は な い 。更 に 大 きな

困難 は,分 布 が 独 立 で あ ろ うとなか ろ うと,こ れ らの計 算 を全 部 の基 底 解 の

数K(10×20のLPで あれ ば,大 体K-300,000)回 く りか え さな け れぽ

な らな い こ とで あ る。IBM7090を 以 って して も,こ れ は恐 ろ しい計 算 量 で

あ る。Tintner自 身 の計算 例 が,2×4と い う玩 具 的な 大 き さのLPに つ い て

で あ るの は,単 に 例 を 示す のだ か ら小型 で十 分,と い う理 由か らで は な く,

これ 以 上 の大 き さに な った な ら実 用 的 な 計算 は 殆 ど不 可 能 とな るか らで あ る

に ちが い ない 。

この種 のTintner流 のstochasticLPに つ い て の も う一 つ の疑 問は,こ の

よ うな型 の問 題 が現 実 に存 在 す るか ど うか,と い う点 で あ る。彼 は,有 限 な

土 地 と資本 とを使 って,ト ウモ ロ コシ と亜 麻 とを 栽 培す る問題 を例 と して あ

げ て い る。 農家 が 自分 の農場 の 生産 係数A,土 地 ・資本 の供 給 量b,農 産物

の価 格cを 確 定 的 に 知 ってか ら,そ の最 適 生産 計 画 を決 定す る,と い うのが

waitandseeSitnationの 基 本 的 立場 で あ る。 これ は,農 業 経 営 の現 実 か ら

全 く遊 離 した,馬 鹿 げ た要 請 で あ る。 気温 ・降 雨量 が 予 め は っ き り分か っ て

い るな ど とは,誰 一 人考 え て もみ な いで あ ろ う。

予 め 知 る こ とので きな い不 確 定 な要 因 の下 で,そ れ ら要 因 の確 定 に先 立 っ

て,事 前 にそ の 生産 量 を確定 して おか なけ れ ぽ な らず,そ れを 後 に な ってか

ら修 正す る ことが 因難 な事情 の あ るのが 農 業 経営 の実 情 で あ る。 この よ うな

現 実 的 状 況 の下 に お いて 何 等か の合 理 的 決 定 を行 な お うとす るな らば,わ れ

わ れ は,現 実 を 大 き く離 れ たwaitandseesitnationを 放 棄 して,次 節 に の

べ るhereandnowsitnationに よる取 扱 い を考 え なけ れば な らな い。
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§20.HereandNowSituations:-

Hereandnowsituatioコsは,そ の 計 画 の 事 後 修 正 が 可 能 で あ る か ど うか

に よ っ て,one-stagehereandnowとtwostagehereandnowと に 分 か れ

る こ と,上 述 の 通 りで あ る 。 そ の 各 々は また,各 種 の 解 法 を も っ て お り,次

の よ うな 一 覧 表 に ま とめ る ζ とが で き る 。 そ の あ る も の は 計 算 が 楽 で あ る と

い う利 点 を も ち,ま た 他 の も の は,よ り有 利 な 目 的 函 数 の 値 を 保 証 す る と い

う長 所 を も っ て い る 。

210nestage,hereandnow

。 ノ

mzn`x

∠臨≧ ∂

x≧0

211直 接 的 解 法

discreteな 分 布 の 場 合

連 続 分 布 の 場 合

212expectedvaluesolution

feasibilityの チ ェ ッ ク

213chance.constrainedIP

22twostage,hereandnow

mindx+プ,」 ノ

ム+」 砂 一 δ

x,y≧0

221ゐ1,b,`カ ミrandom

222bの み がrandom

223Madanskyの 不 等 式

224surrogatesolntion
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§221.One・stage,Here・andNow,直 接 解 法:一

minE(〆x)

∠玩≧b

x≧0 foranypossible(A,b)
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この 最 適 解 ♂ が,(A,b)が ど ん な 値 を と っ た と して も,決 してinfeasible

actsる 心 配 が な い(dκo≧bforanypossibleA,b>よ うに 予 め 配 慮 して お か

な け れ ば な らな い 。 言 い か え れ ぽ,解xoのPermanentfeasibilityを 確 保 す

る こ とが,こ の 解 法 の 最 も重 要 な 狙 い で あ る。

A,b,cの 確 率 分 布 がdiscreteな 有 限 個 の ヴ ェ ク トル だ け か らな っ て い る

な らば,そ の 最 適 解 κ。を 求 め る こ とは,そ れ ほ ど 困難 な こ とで は な い 。 す な

わ ち,A,b,cの 可 能 な 組 み 合 わ せ を{A(i),6ω,c(1)},… …,{A(B),b(R),c(R)},

そ の 確 率 をPi,… …,P,,… 一,Prと す れ ば,上 記 の 問 題 は,下 記 の よ うな 単

純 な 確 定 的LP問 題 の 形 式 を と る(〔17〕p・7)。

minΣPrC(「)x
7綱1

A(1)x-g(1)=b(1)

1∵＼ 撚
x,9≧0

こ の ま ま で は 条 件 式 の 数 が 非 常 に 多 く な っ て 計 算 時 間 を 徒 ら に 増 加 さ せ る

か ら,そ の 双 対 問 題

maxb(1)!u(1)十 … … 十b(R)1u(R)

.4(・)ノu(・)十… …+ノ4(R)ノu㈹ ≦ Σ.ρ,0(7)
「■・1

u≧0

'を解 くこ との方 が
,短 時 間で す む 。

Aが 確 定 的 な非 負行 列(勾 ≧0)で あ り,か つ,b(1),… …,b㈹ のi要 素
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b`(1)… …,bi(R)の 最 小 値b*tか らな る ヴ ェ ク トルbXがpossibleで あ る(b(1).

… …
,b(R)の うち の どれ か に 一 致 す る)な らば,問 題 は 更 に 単 純 化 さ れ て,

痂 πΣ 」ρ.`(「)x
rnl

∠玩≧ゐ*

x≧0

とな るか ら,簡 単 な 確定 的LP問 題 を 唯一 度 解 き さえ す れ ぽpermanently

feasibleな 最適 解x⑤ が 求 め られ る。b*がpossibleで あ る とい う条件 は,一 見

非常 に厳 しい よ うにみ え るが,b`が 互 い に独 立 で あれ ばbKは 必 らずpossible

で あ る。(〔17〕,P.7)。

A,bの 分布 が 連 続 的 に与 え られ て い る場 合 は,そ のPermanentlyfeasible

regionを 厳 格 に 算 出す る こ とは 困難 で あ る。 しか し,そ の 困難 を 切 り抜 け る

に は,連 続 的 分 布 をdiscreteな 分 布 で近 似す れば よい。 そ れで もな お彪 大 な

計 算 量 に悩 む ので あれ ば,次 節 のexpected・valuesolutionを 利 用 す る こ とを

考 慮 す べ きで あ る。 そ の 解がPerrnanentlyfeasibleで あ る必 然性 は全 く存 在

しな い け れ ど も,現 実 に おい て そ うな る可 能 性 は 少 な くな い で あ ろ う。

§212.One・stage,HereandNow,期 待 値 解:一

Randomな パ ラ メ ー タ ーA,b,cを,そ の 期 待 値EA,Eb,E6で 置 き換 え

る こ とに よ っ て,複 雑 なstochasticLP問 題 を,単 純 な確 定 的LP問 題 に 書

き 換 え た い,と い う誘 惑 は,す べ て の 人 が 絶 え ず 感 じて い る と こ ろ で あ ろ

う。

mzn(Ec)!x

(EA>x≧Eb

x≧0

そ の よ う な 試 み に 対 す る 最 大 の 障 害 は,こ の 期 待 値 解xoがpermanently

feasibleで は な い こ と,で あ る 。
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純 論 理 的 に は,期 待値 解x。 が 必 らず しもpermanentlyfeasibleで な い こ

とは確 か で あ るけ れ ど も,実 践 的 立場 か らす れば,そ れ だ け の理 由で期 待値

解 の利 用 を あ き らめ る必 要 は な い 。期 待 値 解 κ。は 僅か の計 算 量 で 求 め られ

るの だか ら,一 た ん これ を計 算 した上 で,そ のfeasibilityを チ ヱ ックす る簡

単 な 方 法が あ れば,わ れ わ れ の実 践 的要 求 は 満 足 され るで あ ろ う。

そ れ には,計 算ず み の期 待 値 解 λ。と,各 係 数 殉,∂`の と り得 る 最 大値

砺,瓦 と,そ の 最 小値eo,ち とを定 数 と し,atl,b`を 変 数 とす るLP問 題

廊 π(α`調+… …+α`。κ£一ω

atl≦at1≦ail

α伽≦ 砺 ≦娠

bi≦b`≦渉f

を 作 って解 け ば よい。 す べ て の 脅こつ い て これ を 解 い てみ た 結 果,そ の 目的

函 数 の 最 適値 が 非 負 とな るな らぽ,

む 　
aiiXi十 … … 十ainXπ 一bi≧0

(卜1,… …,m)

.。・Axo≧b(forallpossible∠1,b)

と な り,期 待 値 解xoがpermanentlyfeasibleで あ るか ど うか を 簡 単 に チ ェ ッ

クで き る(〔17〕P.5and6)。 こ の テ ス トを パ ス し,か つ,(EA),(Eb)が

possibleで あ る な らぽ,期 待 値 解 κoは 最 適 解 を 与 え る 。 連 続 分 布 を もつA,

bに 対 して は,こ れ が 唯 一 の 実 用 的 解 法 で あ り,discseteな 分 布 の 場 合 で あ

っ て も,少 量 の 計 算 で 同 じ結 果 を 得 る こ とが で き る 。 そ れ 故,失 敗 の 危 険 は

あ っ て も,一 度 試 み て み る こ とが 望 ま し い 。

(EA),(Eb)がPOssibleで な くて も,Permanentlyfeasibleで あ る こ とが

確 め られ さ え す れ ば,そ の 解 は 十 分 使 え る こ と,勿 論 で あ る 。 但 し,そ の 最

適 性 は 失 な わ れ る 。 然 し,そ の 実 用 的 価 値 は 非 常 に高 い で あ ろ う。
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§213.Chance-constrainedLP:一

.P,{ム ≧b}・-1と い う条 件 は,現 実 の 問題 と して,あ ま りに も厳 格 な要 求

で あ り,こ の 条件 を満 足 す るx≧0が 存 在 しな い こ と も少 な くな い。 実 践 的

には,あ る1よ り小 さい確 率Pを 指 定 して,xoのfeasibilityの 確率 が この

予 め定 め られた 値Pを 下 まわ らな い とい う条 件 を つ け た 上 で,〆xの 期待 値

を最 小 にす る よ うな κ。を求 めた い,と い う場 合 が 少 な くな いで あ ろ う。す

な わ ち

min(Ec),x

Pr{廊 ≧b}≧P

x≧0

を 解 く こ とを 考 え れ ば よい(〔17〕,P.1)。

Discreteな 分 布 に 対 して は,§211の 形 式 に,

ΣPア δr≧P
r"1

6・一{1::llll茅:欝::

と い う条 件 を 付 け 加 え た 上 で,全 体 をmiXedIntegerProgramと して 解 け ば

よい(R.Gomory:"AnAlgorithmfortheMixedlntegerProblem,,'The

RandCorporationRM・2597,July7,1960)o

-一変 数 ・多 重 期 間 の 在 庫 問 題 に お い て
,在 庫 切 れ の 確 率 をP以 下 に お さ え

る条 件 の 下 に,そ の 利 潤 を 最 大 に す る問 題 を 論 じたA.ChamesandW.W.

Cooperの 論 文 〔4〕 が あ るが,直 接LP問 題 の 形 を と っ て い な い の で,詳 論

を 避 け た い 。

連 続 分 布 の 場 合 に は,次 節 のtwo-stagehereandnowsituationに お け る

最 適 解 のf→c。 に 対 す る 極 限 と して,そ の 解 を 求 め る こ とが で き る で あ ろ

う。
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§220.Two-stage,HereandNowSituations:一

一25一

以 上 で取 り扱 って きた 解 法 は,κ を 一 旦 決 め た な らば,た とえ そ れ が

infeasibleに な った と して も,何 等 の救 済 策 の施 し よ うもな い の だ とい う前

提 の 上 に 立 って い た 。 だ が,infeasibleに な った と して も(在 庫 切 れ が 生 じ

た と して も),そ れ を 何 等か の方 法 で救 済 す る(仲 間 の生 産 者 か ら急 いで 仕

入 れ る)こ とは,必 らず し も不 可 能 で は な い 。 然 し,そ れ には,か な り高 い

コス トを 支 払わ なけ れ ぽ な らな い で あ ろ うこ と も,わ れわ れ の 日常 経 験す る

と ころで あ る。 この よ うな補償 的行 為 の可 能 性 が 許 され るな らば,問 題 は,

minE(〆 κ十fi2)

Ax+BPt≧b

x)ク≧0

と書 き改 め られ る。 この 動 とス ラ ック変 数 一ζ とを併 せ た ものを,新 た

に 動 と定 義す れ ば,そ れ は,

minE(〆 κ+fi2)

漱+β アーう

x)ク≧0

(A,う,cはstochasticf,Bは.determ.,inistic!セまpenaltycost)

と な る。 こ の うち,xはfirst-stageに お い て 決 め な け れ ば な らな い 変 数 で あ

っ て,そ の 際 に はA,b,cの 値 が い く らに な る か は 分 か っ て い な い 。 ク は,

A,b,cが 確 定 した 後 に 決 定 され る変 数 で あ り,penaltycost!を 支 払 うこ と

に よ っ て 失 な わ れ たfeasibilityを 取 り戻 す た め に 使 わ れ る。 こ こで は,first

stageのxが どの よ うに 決 め られ よ うと も,ま たA,bの 実 現 値 が ど うな ろ

う と も,こ の 条 件 式 を 満 足 す る ク≧0は 必 ず 存 在 す る(completesystemで

あ る)も の と 仮 定 す る 。Bが

By=y+-y幡
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の 形 を と る な らぽ,こ のsystemは 勿 論COmpleteで あ る 。

§221.Two.stage,HereandNow,直 接 解 法(A,b,・ が

random):-

A,b,cの 分 布 が 有 限 個 のdiscreteな 点 か ら な り,{A(1),b(1),c(1)},・ ・… ・.

{A(K),b(κ),6κ)}だ け の 組 み 合 わ せ が 可 能 で あ る と す る 。 こ の 場 合 は,

ズ
min(ΣPicCiC)!x+Pif/r(1)+・ … ・・+PKfiy(κ)1

A(})x+By(1) .一..〒b(')

{画 一 蜜 、≦岬
x,」 レ≧0

と な る か ら,そ の 双 対 問 題

max∂(1)ノU(1)+b(2)!U(2)+… …+b(κ)ノU(K)

κ

A(1)'U(1)+A(2)'U(2)+… …+A(K)IU(κ)3Σ 一P・・C,ic

B'u(1)

B/u(2)

u≧0

1

≦Plf

≦P2f

B'u(K)≦PKf

を 作 っ て,こ れ をDalltzigのdecom.positionprinciple〔7〕 に よ っ て 解 け ば

よ い 。'

連 続 分 布 の 場 合 な らぽ,ま ず,secondstageか ら考 え る と 、XeA,bを 所

与 と して,2の 最 適 値 は,

痂 ノつ

By--b-Ax

7≧0

で 表わ され る確 定 的LPの 解 プ(b,A,x)に よって 与 え られ る。 この プ の.
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すべ のて可能なb,Aに 対す る期待値 を求めれば,

E(f'yO)・ ・fiP(A・b・x)dP(A・b)

と な る。

この 期 待 値E(fi20)は,xの 凸 函 数 で あ る(〔2〕p.182;〔5〕,p.200)。

この 段 階 に お け る 目的 函 数 の 値dx+foi"oをC(A,b,x)と 記 せ ば,そ の

期 待 値ECは,

EC(A,b,x)==E{〆 κ+!!」 レo(A,b,x)}

=(Ec)!x+E{f!Jpe(A,b ,x)}

と な り,こ のECも またXの 凸 函i数 とな る 。

そ こで 再 びfirststageに 戻 っ て,xを 出 来 る だ け 有 利 に 決 め る こ と を 考 え

る。 そ れ に は,下 記 の 確 定 的 計 画 問 題

minEC(A,b,x)

x≧0

を 解 い て,最 適 解xoを 求 め れ ば よい 。

これ は 典 型 的 なconvexprogramで あ る か ら,そ のlocalminimumは 必

らず 同 時 にglobalminimumに 一 致 す る 。 こ れ がx≧0に お い て 連 続 的 に 微

分 可 能 で あ り,か つ,そ の 最 適 解xoが そ の 非 負 変 域 の 内 点 で あ る ぽ>0)

な らば,周 知 の 解 析 的 手 法 に よ り,

∂EOI暴 姻
一・(i-・ ,… …,n)

を 解 い て,xoを 求 め る こ とが で き る 。

x。 がcornerminimumで あ る な らぽ,gradientmethod,cutti㎎ ・plane

method〔14〕 に よ っ て,次 の 必 要 十 分 条 件 を 満 足 す る点xoを 確 定 す れ ば よ

いo

ド 興 誰 ⊥ 畷一・(域 ……切
∂EC(4・ 壷・』L≧o

∂碗 一
(ゴー1,… …,n)
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§222.Twostage,HereandNow,直 接 解 法(bの みrandom):一

前 節 の.E(7(A,b,X)の 具 体 的 な形 を確 定 す る こ とは,理 論 的 には 可 能 で

あ って も,実 際 問題 と して は 非常 に 困難 な こ とが 多 い で あ ろ う。然 し,浸 が

一 定 で ,bだ け がrandomな 場 合 に は,こ の 困難 は 大 巾に 軽 減 され る。

以下,cutting・planemethodを 利 用 す る場 合 を 考 え て み よ う。 まず,xの 最

適 解 の推定 値 と して,任 意 の 許容 解x(o)を 選 び,こ のx(o)を 所 与 と考 えた

secondstageLP問 題

痂 η!ノク

ク≧O

B7=b-Ax(o)

を 考 え て み る。 こ の右 辺 はrandomな ヴ ェ ク トルbを 含 ん で い るか ら,ま と

もに 解 くよ り も,そ の 双 対 問 題

7ηακ(b-dκ(o))ノ π
π

Bノ π≦!

を 解 く方 が 楽 で あ る 。 そ の 最 適 解 を

死(b,x(o))

と す る 。iは,パ ラ メ ー タ ー 空 間bの 上 でstepfunctionに な る 。 双 対 定 理

に よ り,

minf'Pt==(b--Asso))t(b,x(o))

ン≧OB
2=b-Ax(o)

∴ 〆x+Eminf/2=e'x+Eb(b-Ax(o))i(b,x(o))
bノ ≧O

B!=b一 廊(o)

そ こで,firststageに 戻 っ て,次 の 確 定 的LP問 題 を 解 い て,得 られ た 最

適 解 をx(1)と す る 。

而 π ξ

〆x+E(b-dκ)硫(b,x(o))
δ
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=〆 κ一Eモ(b
,x(oy)廊+翫(b,x(o))'b≦9

x≧0

こ の 新 しいx(1)に つ い て,同 様 なsecondstageの 双 対 問 題 を 解 い て そ の

最 適 解

元(b,x(1))

を 求 め,次 のprinalLP問 題 を 解 く。

痂 π ξ

〆κ+E(b-Ax)ノ 元(b,㎡o))≦9
b

〆κ十E(b-Ax)ノ 元(b,x(1))≦9
b

κ≧0

こ の 最 適 解x(2)に つ い て 同 様 の 手 続 きを つ く りか えす な らぽ,

limcix(iC)+E(b一 廊 ㈹)元(b,κ 〈k))

==clxo+!!Jto

と な る こ とが,Kelleyに よ っ て 証 明 され て い る 〔14〕。x(k)の 極 限 値 も ま

た,多 くの 場 合xoに 一 致 す る け れ ど も,必 然 的 に 一 致 す る わ け で は な い

(〔9〕,P.47)o

この κ に つ い て の 線 型 式

〆x十E'(b,x㈹)(b-Ax)=a

は,g・=eix+E貿 う,x)(b--Ax)曲 面 の κ(k)点 に お け るsupportingplaneで
か

あ り,上 記 の繰 返 し計 算 の過 程 は,次 第 に ξを 減 少 させ る よ うな 順 序 で,

supPortingplaneの 数 を 追 加 して い く過 程 に外 な らない 。 そ の極 限が,最 適

解xoに お け るsupPortingPlaneを 生み 出す で あ ろ う ことは,直 観 的 に も明

らか で あ ろ う。
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うの次元 が 多 い ときは,条 件 式

〆κ+E=(b,x(iC)b-E〒(b,x(iC))廊 ≦c

の係 数

E¶(b,礁))ノb,Eテ(b,X(ic))

を正 確 に計 算す る ことは,Tintnerの 場 合 に も見 られ た よ うに,容 易 な こ と

で は ない 。 この計 算 量 を節 約 す る方 法 と して,bの 可 能 な値 の うち,適 当 な

有 限 個 の点 につ い て1(b,κ ω)及 び 元(b,λ㈹ 〉ノbを 計 算 し,そ の 期待 値 を と

る こ とに よ って,上 の係 数 を近 似 的 に算 出す る ことを 考 え てみ るべ きで あ ろ

う。 そ の ∂の サ ソプル の 個 数 と,解 の 収来 速 度 との関 係 につ い て は,実 験 的

計 算 を 行 な ってみ れ ば,興 味 あ る結 論 が得 られ るか も しれ ない(〔9〕,p.22)。

§223.Madanskyの 不 等 式:一

A.Madanskyは 〔15〕 に お い て,bの み がstochasticで あ るtwo-stage

LP(min〆x+Ef'y,Ax+BPt-b,x,y≧0の 種 々 な 解 法 に よ る 解 の 間 に,あ る
ゐ

不 等 式 関 係が 成 り立 つ ことを 証 明 した。

そ の,secondstageの 最 適 化が 行 なわれ た後 の 目的 函 数 を0(b,x)と 略
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記 す る 。

C(b,X)≡ 漉 η(cix+f'y)

ン≧0

βア=う一 幽

このLPの 解 き方 に つ い て 今 まで の べ て き た 種 々 の 方 法 は4種 で あ っ た 。

〈1)one・stage,expected-valuesolution… …stochasticvectorbの 代 わ りに,

そ の 期 待 値Ebを 使 っ た 確 定 的LPを 解 く。 す な わ ち,

痂 η 〆κ十!ケ

Ax十By=Eb

x,グ ≧0

とお け ぽ,そ の 最 適 解 は

minc(Eb,κ)

の 最 適 解 に 一 致 す る 。By-ry+-Pt-,プ>0の と き は,0(Eb,x)は,

。!

mzncx

Aκ ≧Eb

pc'≧0

に 一 致 す る。

これ は,唯 一 回,小 型 の 確 定 的LPを 解 き さ え す れ ば よ い の だ か ら,計 算

量 は 最 小 で す む 。 しか し,そ の 最 適 解 を 実 施 に 移 した と き,infeasibleに な

る危 険 が 多 い 。

(2)one-stage,waitandseesolution… … 全 部 の パ ラ メ ー タ ーが 確 定 した 後

に κ,ク の 最 適 値 を 決 め る 。 す な わ ち,

＼面 η 〆κ+!㌻

dr+By・ ・b

lx
,メ ≧0

(う は 実 測 値)

を 解 く こ と に な る 。 従 っ て そ の 目的 函 数 の 期 待 値 は
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Emin(7(b,x)
bx≧0

で 表 わ され る。

この 場 合 は,計 算 量 が(1)と 同 じ く 僅 少 で す む ば か りで な く,infeasible

に な る催 れ は 全 くな い 。 た だ,現 実 が この よ うなwaitandseeを 許 さ な い

場 合 が 多 い の が,難 点 で あ る 。

(3)twostage,hereandnowsituation… …bの 確 率 分 布 だ け が 分 か っ て い

る な らば,ま ずXを 先 に 決 め,bが 確 定 した 後 に そ のinfeasibilityを.lptlこ よ

っ て 補 正 す る 。 そ の 最 適 解 は,次 の 問 題 の 最 適 解 と して 表 わ され る こ と,既 .

述 の 通 りで あ る。

minE(7(b,x)
x≧Ob

そ の解 は,Permanentlyfeasibleで は あ るが,計 算 量 が多 く,殊 に連 続 的 分

布 の場 合 には,正 確 な解 を 求 め る こ とが む つ か しい。

(4)tWostage,expected・valuesolution(Ebを 利 用す る法)… …(3)の もつ,

計 算量 が 彪 大 に な る とい う訣 陥 を 除 く ため に,(1)の 場 合 と 同 じ計 算 法 で

min(Eb,X)を 解 い て得 られ た 最適 解 駅Eう)を 使 用 す る。 これ で あれ ば,
x≧0

計 算 は 僅 か の 量 です む 。 但 し,こ の 刃(Eb)は,(1)に もの べ た よ うに,

infeasibleに な る可 能性 を もつ か ら,そ の よ うな場 合 は(3)と 同 じ く,second

stageに お い て それ を 補 正す る操 作 を許 す 。 こ うす れ ば,こ の よ うな政 策 を

何 回 も く りか えす ことに よ って得 られ る 目的 函数 の期 待値 は

E(7{b,i(Eb)}
b

で 表 わ され る。

これ ら4種 の解 の 間 には,Madanskyに よる次 の不 等式 の成 立が 証 明 され

て い る 〔15〕。
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(2) (3) (4)

minC(Eb,lx)≦Emin(7(b,x)≦minEC(b,x)≦EC{b,況(Eb)}
x≧O

onestage

hereandnow

expected-value

計 算 一 回

x≧OLκ ≧O

One-StagetwO・Stage

waitanlseehereandnow

その都度一回計算 計算量大

一33一

twO・stage

hereandnow

expected・value

計 算 一 回

或 る種の条件の下 では,こ れ らの間に厳格 な等式関係が成 り立つ。

〔(1)と(2)と が 一 致 す る条 件 〕

minC(Eb,x)==EminC(b,x)

x≧Ox≧0

が 成 り立 つ た め の必 要 十 分 条件 は,minO(b,x)がbの 線型 函数 で あ る ことκ≧0
で あ る(Savage,L.1.:"TheFoundationsofStatistics,"1954,P.265)。

但 し,こ れ は,2つ の 目的 函 数 の 値 が 一 致 す る とい うだ け で あ っ て,one-

stagewaitandseesituationの そ の 時 そ の 時 の 最 適 政 策M(b)とone・stage,

expectedvalnesolutionの 最 適 解 釈E6)と が 一 致 す る こ とを 主 張 す る も の

で は 毛 頭 な い 。 従 っ て,こ の(1)と(2)の 一 致 の もた らす 実 用 的 意 味 は 稀 薄

で あ る 。

〔(2)と(3)と が一 致す るた め の 十 分 条 件=1〕

(2)のwaitandseesituationの 最 適 解 駅 う)が,b値 に 依 存 し な い な ら ば.

Emino(b,x)=1『(](b,瓦(b))

κ
=EC(b,11i)

=-minEC(b
,x)

κ≧0

が成 り立 つ 。 然 し,現 実 問題 と して,釈6)がbに 依存 しない よ うな ケ ー ス

が は た して存 在 す るだ ろ うか 。

〔(2)と(3)と が一 致す るための十分条件:H〕
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C(b,X)がbの 線 型 函 数 で あ る な らば,

minE(7(b,x)=min(7(Eb,x)
x≧Ox≧0

す な わ ち,(1)一(3)が 成 り立 つ 。 これ と,Madanskyの 不 等 式 と を 併 せ て 考

え れ ば,

(1)(2)(3)

minC(Eb,x)=Emin(7(b,x)==minE(7(b,x)
x≧Ox≧Ox≧0

の 等 式 が得 られ る。

この 結 果は,一 見,(3)のtw()-stage,hereandnowsituationの 最適 解 を

求 め る複 雑 な計 算 を,(1)の 期 待値 解 を求 め る簡単 な計算 に よ って代 用 し う

るか の よ うな印 象 を与 え る。 然 し(1)の 解 を 実 施 して,そ の 結 果 の期 待値 が

minO(Eb,x>と な るた め には,そ の最 適 解x(・ 助)が,bの 実 現 値 の如 何 に
x≧0

拘 わ らずPermanentlyfeasibleで なけ れ ぽ な らな い 。 この 厳格 な条件 が 満 た

され ない な らば,(1)と(2>と の一 致 は実 践 的 意 味 を もた ない 。

わ れ わ れが 最 も強 く希 望す る もの は,(3)と(4)と の一 致 で あ るが,こ の

一・致 の十 分 条件 につ い て は ,未 だ 何 等 の結 論 も出 され て い ない 。

§224.SurrogateSolutions:一

前 節 のMadanskyの 不 等 式 の 狙 い は,計 算 の 面 倒 な(3)のtwo・stage,

hereandnowsolutionの 代 りに,Ebを 使 っ て 簡 単 な 計 算 で 同 じ効 果 を 得 た

い,と い う こ と で あ る 。 既 述 の 如 く,(1)のmin(7(Eb,x)の 最 適 解 が
x≧O

Permanentlyfeasibleで あ る な らば,(1)と(3)と の 等 しい こ とを 保証 す る

条 件 を 求 め る とは,実 践 的 に有 意 義 で あ る。

上 に述べ た,C(bx)がbの 線型 函数 で あ る,と い う十 分 条 件 は,(1)の

最 適 政 策 を一 旦 決 め て おけ ぽ,そ れ を ∂の 如 何 にか かわ うず 盲 目的 に くりか

え して実 行 す る ことに よって,(3)のtwo・stage,hereandnowの 場 合 と同 じ

・効 果 を 期 待 す る こ とが で き る ことを 保証 して い る。(1>の 解 がpermanently
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feasibleで あ る こ と は,se◎ondstageの 補 償 が 不 必 要 な こ とを 意 味 す る 。 そ

れ 故,(1)と(3)と が 一 致 す る こ と は 当 然 で あ ろ う。

同 様 の 結 果 はC(b,x)==C、(b,x)+0・(b)で,0、(b,x)がbの 線 型 函 数,

C2(b)がxを 含 ま な いbだ け の 函 数 で あ る場 合 に も成 り立 つ(〔15〕,P.200)。

Reiterは これ を 更 に 一 般 化 して,

o(b,x)=「 乳4・ ω ・θ4(b)
i・・1

A`(x)>0,B`(b)>0

の 形 で あれ ば,

れ れ
EminX'At(x)」B`(b)=-minΣA・(x)E易(b)
bx≧0`#1x≧os…1b

∴EminC(b,x)==・minC(Eb,x)
κ≧Ox≧0

(2)(1)

・が 成 り 立 つ こ と を 証 明 し て い る(Reiter
,S.:"Surrogates壬orUncertain

DecisionProblems:MinimalIn{ormationforDecisionMaking,"Eeonometrica,

1957,pp.339-345)o

こ の よ う に,random.な パ ラ メ ー タ ー の 代 わ り に,何 等 か の 確 定 的 な ス カ

ラ ー 定 数 を 使 っ て 計 算 を 簡 便 化 し よ う とす る 多 く の 試 み が 行 な わ れ て お り,

こ の 定 数 を 一 般 にsurrogateと よ ん で い る 。 期 待 値 は こ の よ う なsurrogate

の 一 つ で あ る 。sumogateの 使 用 は,計 算 量 の 節 約 を 目 的 とす る も の で は あ

る が,得 られ る 目 的 函 数 の 期 待 値 が,正 攻 法 の 場 合 と 正 確 に 一 致 す る 必 要 は

な い 。 そ の 不 一 致 に よ る 損 失 と,計 算 量 の 節 約 に よ る利 益 と の バ ラ ソ ス を と

る こ とが で き さ え す れ ぽ よ い 。Simon,H.A,"Dyna瓜icProgra㎜ 孟㎎under

UncertaintywithaΩuadraticCriterionFunction,"Eooπo物 癖6α,Vo1.24

(1956),PP.74-81;Theil,H.,``ANoteonCertaintyEquivalencein

DynamicPlanning,"Econometrica,Vol.25(1957),pp.346--349;〔3〕,な

ど を 参 照 さ れ た い 。 ・

(August5,1962)



一36一 商 学 討 究 第13巻 第2号

〔1〕Babbar,M.M.,"Distributi㎝sofSolutionsofaSetofLinearEquations(with

anApplicationtoLinearProgrammin9),"ノbu「nalげ 痂6AmeticanStatistical

∠4∬ociation,』Vol.50(1955),pp.854-869,

〔2〕Beale,E.M.L.,"OnMin血izingaConvexFunctionsubjecttoLinearInequalities,"

lenrnalげth61～{72alStatis'icatSociet],SeriesB,Vol.17(1955),PP,173-184.

〔3〕Chames,A.,W.W.CooperandG.H.Symonds,"CostHorizonsandCertainty

Equivalents:AnApProachtoStochasticProgrammingofHeatingOil,"Managemen彦

&rience,Vo1.4,No.3,April1958,pp.235-263.

〔4〕Cha血es,A.andW.W.Cooper,"Chance-ConstrainedProgramming,"

ManagementSCience,Vol.6,No.1,0ct.1959,pp.73-79.

〔5〕Dantzig,G.B,,"LinearProgrammi㎎underUncertainty,"ManagementSCience,

Vo1.1(1955),pp.157-206.

〔6〕Daritzig,G.B.,``GeneralConvexObjectiveForms,"TheRandCorporationPaper

P-1664,Apri19,1959.

⊆7〕Dantzig,G・B・andP・Wolfe,"DecompositionPrincipleforLinearPrograms,"

OperatiensResear`h,Vo1.8(1960),PP.101-111.

〔8〕Dantzig,G.B。andA.Madansky,"OntheSolntionofTw(>StageLinearPrograms

underUncerta辻Lty,"TheRand(]orpora彦ionPaperP-2039,July28,1960.

〔9〕Dantzig,G.B.andA.Madansky,"OntheSolutionofTw(》StageLinearPr㎎rams

mdefUnc〔 畑inty,"TheRandCorporationRM-2751,Aug.10,1961.

〔10〕Elmaghraby,S.E.,"AnApproachtoLinearProgrammingmderUncertainty,"

0Lperations1～858α 飢`ん,Vlo.7(1959),PP.208-216。

〔11〕Elmaghraby,S.E.,"AllocationunderUncettaintywhen。DemandhasContinuons

D.F.,"ManagementSCience,Vol.6(1960),pp.270-294.

〔12〕Fe【gus㎝,A.R.andG.B.DImtzig,"TheAllocationofAircrafttoRoutes-An

ExampleofLinearProgrammingunderUncertainDe皿and,"ManagemcntSCience.

Vol.3(1956),PP.45-73.

〔13〕F陀und,R.J.,"TheIntrodほctionofRiskintoaProgrammingModel,"

Econometn'ca,Vo1.24(1956),PP。253-263.

〔14〕Kelley,∫.E.Jr.,"TheCu寵ing・PlaneMethodforSolvingConvexPrograms,　

Jonmal{～ プtheSoCie砂jbrIndustrtalandAppliedMathematics,Vol.8(1960),pp.703

-712 .

〔15〕MadImsky,A.""Inequal玉tiesforStochasticLinearProgrammingProblems,"

TheRand(70rporationRM-2287,Nov.13,1958,puhinManagelnentScience,Jan.

1960,pp。197-204.



線 型 計 画 と 不 確 実 性(古 瀬) 一37一

{16〕Madansky,A.,"BoundsontheExpectationofaConvexFunctionofaMulti-

variateRandomVariable,"∠ 豊nnalsげ ルtathanaticalStatistics,VoL30(1959),

pp.743-746.

口7〕Madansky,A.,"MethodsofSolutionofLinearprogramsunderUncertainty,"

The」Rand(]orporation」1～M-2752,April6,1961.

!〔18〕Radner,R.,``TheLinearTeam:AnExanpleofLinearProgrammingunder

Uncerta㎞ty,,,Proceedingsげ 漁6SecondSptmposium伽Linea7Pro8ratnmin9,National

BureauofStandards,U.S.Dept.ofCommerce,Jan.27-29,1955,Vol.1,

pp.381-396.

'〔19〕TaIacko
,J.V.,``OnStochasticLinearInequalities,',Traう 勿'05deEstadistica,

Vol.10(1959),pp.89-112.

{20〕Tintner,G.,``StochasticLinearProgrammingwithApplicationstoAgricultural

Economics,"Pr・ ・ednigsげtheSec・ndSymp・Sium・nLinearPr・gramming,Nati・nal

BureauofStandards,U.S.Dept.ofCommerce,Jan.27-29,1955,Vol.1,

pp.197-227.

{21〕Vajda,S.,"InequalitiesinStochasticLinearProgramming,"Bulle伽efthe

lnternatienal3彦a彦isticalInstitu彦e,Vol.36(1958),pp.357-363.

{22〕Wagner,H.M.,"OntheDisむributionofSolutionsinLinearProgramming

Problems,"ノburnalげthe∠ 勧8物 απ ε彦atisticalAsso`iation,VoL53(1958),

pp.161-163.

{23〕Wolfe,P.,"AcceleratingtheCuttingPlaneMethodforNonlinearProgramming,"

The1～ 〃zdCorporationP-2010,June20,1960.




