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5.パ ラ メ ー タ ー に 関 す る 予 備 情 報 と

Sp㏄ificatinErrorS

推 定 され る パ ラメ ー タ ーに対 す る制約条件があ らか じめ別 の情報か らわか

ってい るときには,こ れ を利 用 した 方 が好 都 合 な ことがあ る。 ここでは2つ

の 場 合 に つ い て考 え てみ る。

第1は 推 定 され るパ ラ メ ー タ ーの値 はわか らないが,パ ラ メ ー タ ーの間 の

関 係 が あ らか じめわか ってい る場合であ り,第2は 推 定 され る パ ラ メ ー タ ー
のロ　

の うち い くつ か の 値 が 既 知 で あ る。 まず 第1の 場 合 か らは じめ よ う。 い ま モ

デ ル

y=xβ+e(75)

に お い て,変 数 は す べ て 平 均 値 か らの 偏 差 で 表 わ され て い る も の とす る。 こ

.こでyは(nx1)次 の 列 ベ ク トル,xは(n×k)次 の 行 列,β は(k×1)

次 の 列 ベ ク トル,eは(n×1)次 の 列 ベ ク トル で あ る 。 さ らに

E〈e)=0,E(e2)=1σ2

E(xe)=0

1)次 の部分 は 〔1〕 を若干展開 した ものであ る。
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と仮 定 し,

Tβ=t(76)

な る関 係 式 が 既 知 で あ る とす る。Tは(n×k)次 の行 列 で あ り,そ の要 素 は

す べ て既 知 で あ る とす る。 またtは(n×1)次 の ベ ク トルで この要 素 も既 知

で あ る とす る。 βは,制 約 条 件 式(76)の も とで,(75)の 推 定 分 散 を 極 小

にす る よ うに 推 定 され なければ な らない。 もっ とも(76)式 の βは 真 の パ

ラ メー タ ーで 未 知 で あ るか ら,こ れ をそ の推 定 値 で お きか え なければ な らな

い。 い ま λをLagrange乗 数 とす れ ば,

φ=(y-xb)ノ(y-xb)一 一λ!(Tb-t)

上 式 をbに 関 し て 微 分 し て こ れ を 零 とお き,

b!x/y==y!xb(==scaler)

を 考 慮 す れ ば

一2x!y十2x/xbo-T/A=0

(77)

(78)

こ こでb・ は(78)式 を 満 足 す る β の 推 定 値 で あ る 。(78)式 の 左 か ら

T(x/x)-1を か け る と,

-2{T(x,x)-1x,y-T(x,x)-lx,xbo}

=T(x/x)-1T-iλ

上 式 を 変 形 し,b=(x/x)-1xyを 代 入 す れ ば,

λ=-2{〔T(x!x)-1Tノ 〕繭1T(x!x)-1x!y

-〔T(x/x)-1T!〕-1T(x/x)-1x/xbo〕

=-2{〔T(x'x)-1Tノ 〕-1〔Tl)-Tb。 〕}(79)

Tb・=tと し,上 の λを(78)式 に 代 入 す れ ば,

bo=b十(x!x)-1T!〔T(x,x)-iT!〕(t-Tb)(80)

bは 制 約 条 件(76)が な い 場 合 の βの 最 小 二 乗 推 定 値 で あ り,b。 は 制 約 条 件 一

(76)の も とに お け る β の 最 小 二 乗 推 定 値 で あ る か ら,(80)式 の右 辺 第2項

は,bが 制 約 条 件(76)を 満 足 しな い 度 合 を 表 わ し て い る。 と こ ろ で(80)式

か ら,
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bo=(x/x)-lx/y十(x/x)-1Tノ 〔T(x/x)『1T1〕 禰1(t--Tb)

=(x!x)-1x!(xβ+e)+(x'x)}iTノ 〔Tぐx/x)-1Tノ 〕-1

× 〔t-T(x/x)-lx(xβ+e)〕

一41一

・=β+(x!x)-1x'e+(x,x)-1T1〔T(x/x)-1Tノ 〕-1〔士一Tβ 一T(x/x)-1x'e〕

=β+{1-(x/x)-1Tノ 〔T(x/x)-1T!〕-1T}{(x/x)目1x/e}(81)

そ れ ゆ え,

(bo一 β)・={1-(x!x)-1T!〔T(x/x)-iT!〕-iT}{(x/x)『1x/e}

E(ノe)=0で あ るか らE(b。 一β)=0と な り,b。 は β の 不 偏 推 定 値 で あ る。

b・ の 標 本 分 散 の 推 定 値 は,

E(b。 甲 β)(b。一 β)ノ

;σ2(x/x)-1{1-Tノ 〔T(x'x)-1Tノ(x/x)-1}(82)

こ こ で σ2(X!X)-1は 制 約 条 件 の な い 場 合 に お け る β の 最 小 二 乗 定 推 定 値 の 分

散 で あ る。 σ2(x!x)噂1Tノ{T(x,x)-iTノ(x,x)-1}は 正 の 準 定 正 値 行 列 で あ るか

ら,制 約 条 件 の も とに おけ る 推 定 値bDの 分 散 は,制 約 条 件 の な い 場 合 に お

け る推 定 値bの 分 散 よ り大 き くは な い 。 した が っ てb。 は β の 最 良 推 定 値 で

あ る。

しか し,制 約 条 件(76)が 定 式 上 た だ し くな い とす れ ば ど うだ ろ うか 。 い

ま,制 約 条 件 の 正 しい 定 式 が

Tβ=宅 宅#七(83)

で あ るの に(76)を 制 約 条 件 と し て β を 推 定 した と し よ う。 い ま

t=t-← △ 七(84)

と し て こ れ を(80)式 に 代 入 す れ ば,

b。一β=(x/x)"1T!〔T(x/x)-ITt〕-1△t

十{1-(x/x)-ITノ 〔T(x'x)-1T!〕-1T}{(x,x)-1x'e}(85)

と な る。(85)式 の 右 辺 第1項 は もは や 零 に ひ と し くは な い か ら,b。 は β の

不 偏 推 定 値 で は な い 。 またb・ の 分 散 は

E(bo一 β)(bo一 β)'=σ2(x/x)-1-(x/x)-1Tノ 〔T(x/x)-1T1〕-1
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×{σ21-△t△t,〔T(x/x)-1Tノ 〕噌1}T(x,x)一'1(86)

こ こで 右 辺 第2項 は,(82)式 に おけ る σ2(x/x)-1Tノ{T(x'x)-iTノ(x,x)-1}

の よ うに準 定値 形 で は な い。 この符 号は{σ21-△t△tノ 〔T(x,x)一'Tノ〕-1}に よ

って き まる。 も し ♂ が 小 さけれ ば この値 は負にな る傾む きがあ り,右 辺 第

2項 は正 に な るだ ろ う。 したが って,bOの 分散 は制 約 条 件 のな い 場 合 に おけ

る最小二乗推定値 よ り大 き くな り,こ の 結 果,制 約 条 件 を利 用 しな い 方 が有

効 性 の高 いパ ラメーターを推定で きるこ とにな るだろ う。その上,大 標 本 で

は σ2が 小 さ くな る と同時 に(X'X)-1は 大 き くな るで あ ろ うか ら,明 らか に

(86)か らb・ の分 散 は ます ます 大 き くな る。

以 上の説 明か ら,も し定式 上 正 しい パ ラ メー ターへの制約条件が用い られ

るな らぽ,パ ラメ ー タ ーの不 偏最 良推 定 値 がえ られ るが,も し定 式 上 正 し く

な い パ ラ メー ターの制約条件 が利 用 され るな らぽ,え られ るパ ラ メ ー ターは

制 約 条件 を利用 しない場 合 に比 して有効性が低い。 ただ,説 明変 数 の間 に強

い相 関 関 係 が あ る場合,つ ま り線 型 重 合 が存 在 して い る ときには(x,x)は 大

き くな るか ら(x'x)-1の 要 素 の値 は 小 さ くな り,(86)か らb・ の分 散 はb

の分 散 よ り小 さ くな って制 約 条 件 の利用が よい結果を生む とい う結果になる

か もしれない。 しか し,線 型 重 合 の存 在 しな い場 合 には,パ ラメ ー タ ーに関

す る予 備 的 な情 報,す なわ ち制 約 条 件 の利 用 には 十 分な注意が必要であ る。

制約条件が既知 なる場 合に おけ るパ ラメーターの推定について簡単 な例をあ

げて説 明を加 えてみ よう。

い ま次 の よ うな関係式を考 え る。

Y(t)=α+β 、X、(t)+β2×2(t)+e(t)(87)

さ らに制 約 条 件 と して

β2=2β 、+1(88)

前 提 仮 説 はみ た され て い る もの と し,(87)を 平 均値 か らの開 離 の 形 で 表 現

す る と,

y(t)=β 、x、(t)+β2x2(t)+e(t)(87)ノ
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〈76)式 は,

〔-21〕 〔1:〕-1

こ こで

T≡ 〔-21〕t≡ ≡1(89)

x、 とx2の 単 純 相 関 係 数 をr・2,x・ とx2と の 単 純 回 帰 係 数 をb・2の ご と く表

わ す な らぽ,(86)式 に 対 応 す るb・ の 分 散 ・共 分 散 行 列 は

魂烹謝
〔4Xx董(1十b12)十Xx董 〕2σ2-(△t)2-(1-r塗2)n

b、 の分 散 は

(1-rl、)n〔4Σx韮(1+b、2)+Xx?〕2

×騰灘嬉 諜;:〕

v・・(b・)==(f!
-igi・
,)n}xl

×〔2篭+3・ ・+・1,〕+「葡 編 Σ
x甕〕・〔

またb2の 分 散 は

02
var(b、)=

1〔42x茎(1+b、2)+Xx呈 〕a2

(1-rl、)n〔4XxZ(1+b・2+Σxl)〕2

(△t)22篭+3b
・・+・1,

1
(1-rl、)nXx舅

02

(go)

(1-r呈 、)n〔4Xx萎(1+b・2+Xxl〕2

〕(91)

×〔諜+4b・2+4・1・〕+酸 頭 「孤
、+珊 〔51;2+4b・・+4・?2〕(92)

もし,r、2=Oで あ る な らば,定 式 上 の誤 差 △tの 存 在 いか ん に か かわ らず,'

制 約 条 件 のあ る場 合 に おけ る推 定値 の分散 は,こ れ が な い 場 合 に おけ る推 定

値 の分散 と異 な らず,制 約 条 件 を利 用 して も推 定 値 の有効 性はなん ら改善 さ

.れない 。 しか し,r、2キ0で あ り,し か もrユ2の 値 が 十 分 に大 で あ る な らば,
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右 辺第2項 の分 母 には い る(i-rl2)の た め に第2項 の絶 対値 は 大 き くな り,

第3項 の絶 対 値 を こえ る傾 向が あ るだろ う。 この ときにはvar(b,)は,制

約 条件 の ない 場 合 の推 定 値 の分 散a2/(1-rl2)Σx萎 よ り小 さ くな り,制 約 条 件

の利 用 に よ って パ ラメ ー ターの推定値 はその有効性 を ます ことにな る。 した

がって,説 明変 数 間 に強 い線型 重 合 が存 在す る ことに よって σ2お よびrl2が

大 き くな る ときに は,制 約 条 件 を利 用 して推 定 され るパ ラメーターは有効性

の高 い ものにな る。線型重合 のある場合 に制 約条件 を用 いた方が のぞ ましい

のは この理 由に よるのである。

第2に,あ る パ ラ メ ー タ ーの値 が 既 知 の場合 に移 ろ う。原理は前の第1の

場 合 に全 くひ と しい か ら,こ こでは簡 単 な例 を あげ て説 明 してみ るこ とに し

よ う。関係式は前 の(87)ノ と同 じであ る とす る。

y(t)=β 、X、(t)+β2×2(t)+e(t)
　ラ

予備情報か ら

β、=t(89)

で あ る とす る。 ここでtは もち ろん 既 知 の定 数 であ る。 前提仮説 も第1の 場

合 と同様 で あ る とす る。 もち ろん,わ れ われ の知 って い るの はb、 で あ って

β、で は な い。 これ を考慮 して(87)'を か き直 す と,

y(t)-b、x、(t)=x2(t)β2+{e+x、(b、 一β、)}

・=x2β2(t)+e(90)

こ こで

6≡e+x、(b、 一β、)

(90)式 で は 左 辺 が 新 らた な従 属 変 数 で あ り,説 明変 数 はx2だ け に な り,簡

単 な2変 数 回帰 方 程式 に変 形 され て計 算手続 きが きわ めてたやす くなる。 こ
ロ 　

れ はStoneに よって 試 み られ た もの で高 い 利 用価値 を もつが,こ こで は こ

の方 法 を と らず,第1の 場 合 に採 用 した 手 続 きを 準用 し方法 の一貫性 を保持

した い。 パラメーターb。 の分 散 の推 定 値 は(86)式 か ら,

2)本 例 は 〔1〕p・333か らと られた ものであ るが結果 は同一で はない。
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一一嗣 烹
1

σ2-△t2(1-rl,)Xx釜

(1-rl,)n

婁;]

!鷲/

一45一

一嗣 蕊 ゴて著畷 蜘

辮 　:　!烹 劃(91)

(91)式 の右 辺 第1項 は制 約 条 件 の ない 場 合 に お け るb・ の分 散 で あ り,第2

項,第3項 は制 約 条 件 を利 用 した こ とに よる分散の追加分を表わ している。

この うち,第2項 は制 約 条 件 に定 式 上 の誤 差 の ない場合 の分散の追 加分で あ

り,第3項 は制 約 条件 に定 式 上 の誤 差 が存在す ることによる分散 の追加分を

示 してい る。 したが って,第2項 と第3項 の和 が 正 な らぽ,制 約 条 件 を利 用

して推 定 され たb。 は,こ れ を利 用 せず に推 定 され たbよ りも有効 性 の高 い

こ とを 意 味 してい る。 もし,rl2が1な らばb。 の分 散 はbの 分 散 に ひ と し

く,制 約 条 件 の利 用 に よ って推 定値 の有効性 を増す こ とはないで あろ う。 し

か し 唯 が1に ひ と し くは ない が 十 分 に大 き く,ま た 定 式 上 の誤 差 は さ して

大 き くないのに観測標 本数 の増加 に よって σ2が 大 き くな る と,(91)式 の右

辺 第2項 の 分 母 にあ る(1-rl2)の 値 が 大 き くな る た め に,第2項 の 絶対 値

は第3項 の 絶対 値 を こえ る 傾 む きが あ り,制 約条 件 を 利 用 して 推 定 され る

b。はbよ りも 有効 な 推 定 値 に な るだ ろ う。b。,、,b。,2の分 散 は(91)式 か ら

そ れ ぞれ 次 の とお りで あ る。
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σ21a211
var(b。.、)=(1

-rl
、)nΣxl(1-rl、)nXxf

△t2△t2
+謡x鐸x「=振 露(92)

この場合 には,も し △七の値 が小 で あ り,し か も分 母 の値 が大 き く,小 標 本

推 定 の ときには,制 約条 件 の利 用 に よって パ ラ メー ターの有効性 をか な り高

め るこ とができる。 またb。,2の 分 散 推 定値 は,

v咽 一双藩 両 一n(1㌔ 轟

+△t2r?・-a2(1-・1・L+4tケ 鉱
n(1-ri、)Xx萎 Σx窪Σx巷

一
n圭 茎+讐 摯(93)

σ2/nXx睾 は β、=・tを原 式 に代 入 して通 常 の 最小 二 乗法で 推 定 した場合 のb。 ,2r

の分 散 にひ と しい 。 も しrl.2=Oで あ るな らぽ制 約条 件 の利 用 に よって推定

値 はなん ら改善 され ない。 しか し,制 約 条 件 を利 用 した 場 合 と,利 用 しな い

場 合 とを 比べ て,推 定値 に どれ ほ ど改 善 が ほ ど こ され るかをみ るためには,

次 の不 等式 を吟 味 しなけ れ ぽ な らない。

n(σ21-r呈、)Σx甕≧n(1一 鑑)Σx茎 一n(1㌔ 轟+△ 舞2(94)

この大 い さは,(94)式 の右 辺 に おけ る 第2項 と第3項 の和 が 正 で あ るか ど

うか に よっ てき まる。所与 のr釜2に 対 し,σ2が △t2に 比 して きわ め て大 ぎ

い な らぽ この和 は負にな るか もしれ ない。 しか しr聖2が 十 分 に大 きい な らば

第2項 の 分 母 は 非 常 に 小 さ くな る た め,こ の 和 が 負 に な る 可 能 性 が 強 く

な る。 つ ぎにrl,2が1,す なわ ちx、 とx2が 完 全 に相 関 して い る ときに は

b2に 対 して通 常 の 最 小 二乗 推 定 が 不 可能で あ ったが,制 約 条 件 を 利 用す れ

ば(93)式 か らb2の 推 定 が 可 能 とな る。 そ れ ゆ え線 型重合 の存在す る場 合

には制約条件が パ ラメーターの推定に とって きわ めて便利 であ る。
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6.結 語

以上,SpecificationErrors(定 式 上 の 誤 差)が,求 め よ うとす るパ ラメ ー

ターの推 定値 にいかな る影 響 を与 えるかを種 々の角度か ら検 討 した。そ もそ

も計量経済学的分析 におけ る第1段 階 の要 請 は,解 明 し よ う とす る問 題 を 適

確 に 定式化す る ことで,あ る財 の需 要 の分 析 に当 っ てそ の財の価格や競争財

の価 格 可処分所 得な どはふつ う説 明変 数 として入 るべ きはずであ ると仮定

された ときに これを入れ なか った り,あ るい は誤 った 情 報 をモ デル の なか に

持 ちこんだ りしては,え られ る結 果 に大 きな誤 差 を生ず るこ とを否めない。こ

の定式化,モ デル ・ビル デ ングの 段 階 を ハ ーベルモー(T.Haavelmo)は

ゆ　
"creativeprocess"と よん で い るが

,ま さ し く これ は,エ コ ノ ミス トの 創 意

と直 観 の さ え を 示 す 恰 好 の 場 所 な の で あ る。
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