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回帰 係数 の推 定 につい て(D

竹 内 清

1

回帰係数 の推定 に当 り,2変 量 正規分布か ら無作 為抽 出 した標本の回帰係

数 の分 布,な らびにその性質 を第1節 で検 討す る。つ いで第2節 で観測誤差

な どの誤差が観測値 に含 まれ る簡単 な場 合について,そ れが どのよ うに変化

す るかを検 討す ることにす る。今 回取扱 ったのは2変 量正規分 布の場合で あ

るが,多 変量 の場合,さ らに ここで の仮定が変化 した場合,結 果が どの よ う

に 変化す るかは,次 回以降で検討す ることにす る。

さて2変 量 万お よび)1,は,次 式で与え られ るよ うな2変 量正規分 布をす る

・もの と仮定ナ る。

施 の一2吻 距 爾 呵 一灰1協{e許)し

2ρ(κ一μ郎)(ツーμン
σ灘σ卸)+(Xilf1")2)〕(・)

た だ し,μ.,絢,σ ノ,σ ノ,ρ は,そ れ ぞ れ 対 応 す る 母 平 均,母 分 散,母 相 関

係 数 を 表 わ す 。 す な わ ち

E(x)・=Ptx,E(ツ)==Lty

E(x--ietx)2=ax2,E(Yi一 μ〃)2…ay2

E(x"'Pt・)(ツ ー 堕)
一 璽 一axy

axa7axay

砺"は κ と ツの間 の母共 分 散 を表 わ す 。 無作 為抽 出 に よ り与 え られ た デ ー タ

〈Xt,!!t)(揖1,2,…,n)に 対 して,yのxに 対 す る 線 形 回帰 方 程式 は 次式

"で与 え られ る
。
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コ お
γhr-一ラ=r-:!tL-(x-一 刃)・(2)

Sx

た だ し,晃 は 幼 ミ与 え られ た 場 合 の),の 平均 値,、rはxと ツの間 の 標 本 相 関

係 数,芳 お よび ラは そ れ ぞ れXと ッの標 本 平 均,S。 お よびSyは そ れ ぞれXと

ツの標 準 偏差 を表 わす 。

上 の(2)式 はつ ぎゐ よ うに 書 きか え られ る。

ix==bo+b⊥x(3)

したが って

わo=ツーわ1κ

(4)

b、=,主=s・y
SXSx2

こ こでb、 の 分 布 を 考 え る 。 こ の分 布 は 最 初B.H.POMaHOBeKvatiに よ っ て 与

で　　 ゴ　ラ

え られ た ので,彼 の展 開 を補 足 しなが らみ るこ とに しよ う。

わ、の確 率 密 度 を ∫(の とす る と,こ れ は 次式 で与 え られ る。

緬4・ 鵜 ・細 剛 ㌔
こ こで

A・==一一2illl・ぎ
一 ρガ

(6)
n

B=2
ay2(1一 ρ2)

c-2讃 両 写

とお くと

(1)V.Romanovsky,"Onthedistributionoftheregressioncoefficientin

samplesfromnormalpopulation,"H3B.AHCCCP,1926,BbM.6,20,cTp.

643-684.

(2)こ こ で は 同 じ著 者 のB・H.PoMaHoBcK曲,IVSaTeMaTnqecKa月CTaTHcTHKa,

KHHraBTopaH,1963,cTp・701-710・ に よ っ て い る 。



叩 騰 の擬 についてq)(van)一 一・19-一

緬)ヱ婁讐;ヂ).禦)㌦_助 身
B2

⑦
また

2"'-3r(n-12)r(nLSL2)-VTr(n--2)(8)

な る関係を利用す ると

綱諜 斗岸 舜一 嚇 ÷⑨
上 の(9)式 の 証 明 は,POMaHOBCKvafiに よ っ て 与 え られ て い る が,そ れ を 補 足

し な が ら説 明 す る と つ ぎ の よ う に な る 。

ξi1==5×2,ξ12=・S.y,ξ22-S〃2

とお くと,ξ 、1,ξ、2,ξ22の 同 時 度 数 関数 は次 式 で 与 え られ る。

n_1n_4

f(t・n・ξ・2・諭 一 π(爲1(AB-C2)2(筋 一鋤2x

e-Aξn-Bξ22十2Cξ12

と こ ろ で

ξi2わ
.= ξ

11

で あ る か ら,ξ ・2-∂ 、ξ、、,こ れ か らb、dξ1・-dξ ・2。

ま た

ξ11ξ22一 ξ122==ξ11ξ22-Z)12ξ112一 ξ11(ξ22一 わ12ξ11)

る と,b、 の 周 辺 度 数 が 求 め ら れ る 。 す な わ ち

f(わ・)-L!lllξ ・・(ξ・・ξ22一わ・2ξ・2)gr4
×

一一Aξii-Bξ22十2Cb,ξ12

dξ114,22×e

⑩

これ らの関 係 を ⑩ 式 に代 入 し,ξ 、、,ξ22に つ いて 変 域 全 体 にわ た って 積 分 す

⑪
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た だ し

2n-3n-1
L=一

π(n-3)!(AB-C2)2・

.ここ で

t一 ξ22-一一ξ11b12

と 変 換 す る と,dt=dξ,2で あ る か ら

∫ω 一L∬1ξnn輩4。 一(A-2Cb」+Bb・2)eit-Btde.d'

n-2n

-Lr(n-22)r(9)B-2〈A-2C砺+Bb・ ・〉-7⑫

これ か ら(9)式が導かれ る。

以上の展開の うち⑫式 の結果はつ ぎの よ うにに導かれ る。

⑫式 において

∫1∫1ξhn牙 ㍉n牙4。 一(A一2Cb'+Bb12)翰 一㌦dt

-∫ ∴n牙4
。一㌦ll釦nテ2。 一(A-2Cb」+Bbl)eiide,i⑬

と こ ろでz2の 密 度 関 係数f(z2)は 次式 で与 え られ る。

nX2

一 αぬ 穿 ⑭

nは 自由度で

r(号)書 β 。㌔_〉 。 ⑮ 〆

し た が っ て

。。n-4-Bt

艦edt
"o

に お い て,Bt・=zと お く とdz・-Bdtで あ る か ら

f



=(A--2Cb1十Bb,2)

して δ、に 関 す る種 々 の 性 質 が 導 か れ る。

2

1

接積分を行なうとすれば

E(b・)一 ・∫b,f(b・)db・

Ω

わ・一 ・晋

であ るか ら,

-1くrく1

回帰 係数 の推定 につ いて(1)(竹 内)-21-

ll(E-)nr4。 † 伽一∫IBギ ー1臣1。 ㌔

一
B-nテ ㌔(n--22)⑯

また

..n-2
-(A-2Cb、+Bゐ ξ、1

s:ξ112edξ 、、

に お い て

A-一一2Cb,十Bb124ω

と お く と

ヱA差2C亟+助2)d-d㍉

であるから,上 式は

11

∫1ω茅 一1(A..2Cb,+Bb,、)一 一9-+1●(A-2Cb,+Bb、2):1e-oodw

÷r(n2)aT

さて 以上 の よ うに して,ゐ 、の密 度 関係 ∫⑦・)が 求 め られ たが,こ れ を利 用

b・の期 待 値E(b・)と 分 散Obは つ ぎ の よ うに して求 め られ るで あ ろ う。 直

⑱

32e*b、 の変 域 を 表わ す 。 この変 域 はつ ぎ の よ うに 定 め られ るで あ ろ う。
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Sx≧O

Sy≧0

よ り,b・ の 変 域 は 一5y/sxか らSy/s。 と な る で あ ろ う。

ま た わ、の 分 散 は

・2b
,===∫b・2f(b・)db,-E・(b、)

Ω

か ら求 め られ るで あ ろ う。

⑨α

また積率母関数を用 いて もそれぞれ の結果 は求 め られ る。 この場 合は

M(θ)一∫2δ編
一 ◎e

⑳

と お い て 右 辺 の 積 分 を 適 当 に 行 な っ た 上 で,θ に 関 して 適 当 にi回 微 分 して

θ一〇 と お け ば 所 要 の 結 果 が 求 め られ るで あ ろ う。

PoMaHoBcK応1は,ξ ユ・-s。2,ξ22・・sy2,ξ 、2==s。vと して 積 率 母 関 数 を 用 い て

め・の 性 質 を 導 い て い る。

M(の 一 ∫eas・2+BSy2+「s・ ・f(b、)din

Ω

n-1n_1
、=(AB-C2)2 〔(A一 α)(B一 β)一(C+量+γ)2〕-2(21)

こ の 式 か う・s・2・Sv2・s・yの 積 率 が 求 め られ る。 結 局 これ か らつ ぎ の 結 果

が 導 か れ る 。biの 積 率 と して,偶 数 次 の 場 合,vを 正 の 整 数 と して

B・,・・"=(2レ)!ll一 〆ア(舞)2vx

×圭2ρ(ρ/γ1一 ρ2)2ρ2Z
ρ翼o(2ρ)!(v一 ρ)1(n-3)(n-5)…(n-2ソ 十2ρ 一一1)

ゐ、の 奇 数 次 の 積 率 の 場 合 に は

2v十1

B…v・ ・一(2v+')L(,一'一 の2(の2レ+'x

×X2ρ(ρ2/(1一 ρ2))2P

(2ρ+1)!(kρ)!(n-3)(n-5)…(n-2。+2ρ 一1)⑳



回 帰係数 の推定 につい て(1)(竹 内)-23一

これ か ら わ、の 期 待 値 と分 散 お よ び 標 準 偏 差 は,結 局 つ ぎ の よ うに 求 め ら

れ る 。

E(b、)-B、,、 一 ρ一隻一 β、(2の
σ儒

・銑 一E(b・2)-E・(b・)一 綴 留

a_a,/1一 ρ2
わ1一 一～房 『～〆n-3

以 上 の 結 果 か ら,n→ 。。 の と き

わ、一 β、
'= σ砺

はN(0,1)に 近 づ くこ とが 分 るで あ ろ う。 ま たn→ 。。 の と き

葺ノ1ギ

は

留 ≒ゲ
に 近 づ く。 し た が っ て,n→ 。。 の と き

b、一 β1
彦=

号ノ1ギ

はN(0,1)に 近 づ くこ とが分 か るで あ ろ う。

㈱

(26)

以 上 の展 開で は2変 量 正 規 分 布 をす る母 集 団 か ら無作 為 にn組 の(Xl,)i`)

〈づ富1,2,…,n)を 抽 出 した とき,母 回 帰 係 数 β、の推 定値 と して 標 本 回帰 係

数 わ、を 使 った 場 合 の問 題 を考 察 したわ け で あ る。 次節 で は,こ れ まで の仮 定

を 変 え た場 合,す なわ ち,観 測 誤 差 を 導 入 した場 合,そ の結果 は どの よ うに

変 化す るか を検 討 す る もので あ る。
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2

前 節 の 展 開 に お い て 多 と ッ とに 観 測 誤 差 が あ る と き ど うな る か を 検 討 す る

の が こ こで の 問 題 で あ る。 つ ぎ の モ デ ル を 仮 定 す る。

X=x十u(27)

Y・=夕 十v(28)

た だ し,X,Yは 観 測 値 で,xはXの 真 の 値 で 相 互 に 独 立 にN(μ 。,σ。),ul#.

観 測 誤 差 で 相 互 に 独 立 にN(0,σ 。),xとuと は 独 立,ま た ツはYの 真 の 値

で 相 互 に 独 立 にN(μ",ay),叫 よ観 測 誤 差 で 相 互 に 独 立 にN(0,a。),yとv'

は 独 立 。した が っ てXお よびYも 確 率 変 数 で そ れ ぞ れN(μ 。,γa。2+σ ・・2),

く　ノ

N(絢,「 し/au2+Ov2)と な る。

こ こ で はXに つ い て 考 え て み よ う。Yに つ い て も 同 様 の 類 推 が で き る 。

上 の モ デ ル でxと 吐 は 独 立 で あ るが,xとXは 独 立 で な い こ とに 注 意 。 す

なわ ち

E{X-E(X)}{x・ ・-E(の}

=E{x十u-一 一E(x十 の}{x-Ptx}

呂E(x--Ptx十 の(x-Ptx)

=E{(pa-Pt
x)2十u(x一 μ妙)}

=E(x-JLtx)2十E(xu)一 μ湿E(u)

と こ ろ で,E(xu)-O,E(の 一 〇で あ る か ら,上 式 は 結 局xの 分 散a。2と な り

0で は な いo

Xとxの 同 時 密 度 関 数f(X,x)は 次 式 で 与 え られ る 。 最 初 に た て た 仮 定

か ら

f(X・ の一2_ウ1 一評・xp〔-2(1≒ 可x

×{(≒ 珂 一2ρ(X一麟X噛)+(学y}〕eg)

(3)平 均Uxで 標準 偏差o。 の正規分 布をN(h,a。)で 表 わす。他 も同様に して示

され る。
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た だ し ρはxとXの 間 の母 相 関 係 数で ρ一a・x
axσXO

Xの 周 辺度数fi(X)は 上式か ら

fi(X)一 ∫㌻(X,x)dx

-◎o

で与えられる。これは結局次式となる

fi(X)"=-i7・t;731
.a.・xp{一 一巷(X許 ア}(30}

つ ぎにXが 与え られ た場合 のxの 条件 付度数関数f(xlX)は 次式 で与 え

られ る。

f(x[x)一 楽 叢

びゅ

一
γ隔 濤 脚 〔一巷{　耀 響 一轡 ⑳

そ こで,Xが 与 え られた場 合のxの 期待値E(xlX)は 次式で与 え られ る。

E(xlX)-1..xf(xlX)dX
-oo

びミむ

1..Xt-、。a。vi-P2・xp〔(Xx一 μ詔一ρ辺(X一 μ万一 巻t曜 丁一,ガ))2dx
-oo

びガ

ー_一
、。a。Vi-:-iS・-2S..x・xp〔一垂{　 μ差葺 警)}}d幽

一 〇〇

上式 において

びむ

Xx--Ptx-一 ρix(X一 μz)
菖 ≠

o。 γ!1一 ρ2

とお くと

dx==σr .V1-P2dt

したが って
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γ2読1一 試 レ 取+Ptx+ρ 像(X一 のレ 晒 一手dt
-oo

一毒 ∫..レ 励+Pt
x+ρ 農(x-Ptx)}・ 一先t

-o◎

一毒㌦ 勲 子譜+響 哨畷鮮 .
一 ◎o-oo

上 式 右 辺 第1項 は0と な り,第2項 は,結 局 μ.+ρ 互(X-一 一Pt。)と な る 。 し
ax

たがって

E(xlx)一 μ。+ρ 一9;!'L(X--Ptx)⑬
σX

上式 に ρ,o。,Oxの 値 を そ れ ぞれ 代 入す る こ とに よ り,結 局 次式 が え られ る 。

E(xlx)一 σ砦 考響 ⑳

上式 か ら分 るよ うに,観 測値Xが 与 え られた とき,真 の値xの 平均値 は,

μ。とXの 加重平均値で あ る。す なわ ち

　 　

諮 万 絢+≠ σ。・xss

か ら,Xの 分散中に 占め るxとuの それぞれの分散 の相対的割合が分か り,

かつxの 平均Ptxが 分 かれ ば 観測値Xが 与 え られた場合のxの 平均値 が分 か

るこ とに なる。 したが って最初 に仮定 したモデルが成 り立つ場合,す なわち

観測誤 差 が ある場 合,観 測値Xそ の もの だけを使 って 分析す るのは 危険で

あ る。

Yに ついて も同様に して

E(夕IY)一 離 爵 ㈱

前節 の議論では,u・=v==Oと 考えたが,本 節のモデルが成立す る場合,そ

れ では 回帰係数 の推定値 は どの よ うな性 質を もつ かを ここで検討す ることに

す る。前節 と同様に,



ト

回 帰 係 数 の推 定 に つ い て(1)(竹 内)-27一

マx=bo,十b,ノX㈲

boノ=マ ーb,ノ5ζ ㈱

わ、!可8Y-SXY㈲
5XSX2

こ こで わ・ノの分 布 を 考 え る。

前 節 の結果 を利 用 す る と 、

一 皇≠ ・習)・餐卜 磯 岨 ㌔
「

と ころで 上 式 に お い て,

ax-・ ・v'bi'+・ ・2

0y=・v/ay・+・ 。2J ,

こ こ で

　
A=ラ(

。.・+。 の(1一 ρ・ア

B--2(
ay2+・)(1一 ρ・)I

nρ

C・-
2「レ/σx2十au21/ii72十6v2(1-一 ρ2)

と お く と

f(ドl!惑 ド)・ ∫A惑 一2Cbl+Bbl,)一一e-(4D

B2

また2　 3嬬i)r(n-22)一=VTr(n-2)

な る関係を利用すると

∫耐)綴&)・(響 針 脚 ・鋤 一÷ ⑫
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こ のb、 ノの 度 数 関 数 を 用 い てb、,に つ い て の 種 々 の 性 質 が 求 め られ るで あ

ろ う。

まず わ、ノの 期 待 値 を 求 め よ う。 前 節 の 結 果 を 利 用 す る と

E(b、1)一=ρaY/σx

　

ぴ　　
一

σX2

と こ ろ で σXYは

σxy;E{X-E(X)}{Y-E(Y)}

=E(x十u-Ptx)(ツ 十v一 μγ)

=・E(x一 μ")(ツ ーμ〃)十E(uツ)十E(xv)十E(uv)

=a xy十E(uor)十E(xv)十E(uv)

し た が っ て

σx.u十E(uy)十E(xv)十E(uv)E(b
、ノ)一

σx2十au2
ち

と こ ろ で 前 節 に お い て

E(b、)一 ρ」Lσ 鎧穿 β、
σ謁σ忽

でb、 は 不 偏 推 定 量 で あ る。 そ こでE(b・ ノ)が 不 偏 で あ る た め に は

σxy十E(uy)十E(vx)十E(uv)=σxy

a。2+σ 。2σ 。2

なる条件が満 たされ なければな らない。

　
_塾 髄_=た

ax2

た だ し ん は 定 数,と お け ぽ

au2=hσ 、,2

し た が っ て 上 式 は

axy十E(uツ)十E(vx)十E(uv) _Oxy

(1'+h)a。2a。2

a。y+E(吻+E(vx)+E(uv) _(1+k)σ ・y

ax2aPt2

㈱

⑭

㈲

㈹



回帰係数 の推定について(D(竹 内)

6ノ>0で あ る か ら,両 辺 に σノ を か け

σxy十E(uy>十E(vx)十E(uv)=(1十k)axy

これ か ち

E(uy)十E(vx)十E(uv)=kσXy

上 の㈲ 式 の条 件 が 満 た され る場 合,わ 、,は不 偏推 定 量 とな る。

と りと も独 立 と仮 定す れ ば,配 の期 待 値 は つ ぎの よ うに な る。

㈲

一29一

と こ ろ で こ の よ うな 場 合,π と ツ とは 独 立,ま た 砂 と 万 と も独 立,ま た π

E(b・ノ)一諸 論

と ころで,観 測 誤 差 が あ る場合,σ ♂キOで あ るか ら

E(b・')一≠ 垢<Eω 一 穿

したが って 扉 は偏 りのあ る推定値 とな る。偏 りの程度は

　

寄 一一ん

とすれば(た だ し んは定数)

σu2=・hσ 。2

で あ るか ら,こ れを上式 に代入 し

E(b・ ・)一(1圭 ん)一 誰 一一1圭 ん 伐

k>0で あ るか ら

1<1

1十h

した が って,わ 、,は小 さい 方 へ 偏 りを もつ こ とに な る。

+ん)を 乗 じた ものを用 い る と

E{(1+k)b、 ノ}==β、

とな る こ とが 分 か るで あ ろ う。

つ ぎに う、,の分 散 を求 め よ う。 前 節 の展 開 か ら

⑱

⑲

60

した が っ てbi,に(1

㈲
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σ2翫,-E(bi,2)-E2(biノ)

一窪 去≡誓 働

上 式 のay2,σX2,ρ2を 真 の 値 と誤 差 で 表 わ す と

oy2(1一 ρ2) _σ τ2砺2十ax2av2十av2aee2十 砺2σ"2-{axv十E(π 夕)十E(xv)十E(uv)}z

ax2(n-3)(a。2+a・2)2(n-3)

㈹

も しE(uy)==E(xv)=-E(uv)==O,す な わ ち,そ れ ぞ れ の 変 数 は 独 立 で あ

る と 仮 定 す れ ぽ

ay2(1一 ρ2)
一齢 畿 霊 圭9:S2gt=g:ezi20v2a2xvcoσ2わ!=

σx・(n-3)

と こ ろ で

σ・δ
、・一 舞:

前 と同様に

au2

σノ

と仮 定 す れ ぽ

σ2bjノ=

(1一 ρ2)a。2σ,2一 σ。y2

(n-3)一(ax2)2(n-3)

σ"2
=ん

・ σ

"・=・1・

(1十h)(1+1)σ 。2σv2イxy2

(h,1は 定 数)

(1十h)2σx4(n-3)

㈲

岡

した が っ てk→0,1→0で あ れ ぽ,す な わ ち,σ ♂→0,a。2→0で あ れ ば

σ2b」・÷ ・2bl

と な る 。 σ2btiと σ2b三 の ど ち ら が 大 き い か は

62b
、!一σ・b、

ま た は

'a2
b、・/a2bl

を 吟 味 す る と よ い で あ ろ う。

(1十h)ax2av2(1-k)十hOxy2(2→-h)
a2b

・ノー'a2b・=(1+k)・a.・(n-3)

働

68

働

n>3な るか ぎ り上 式 の分 母 は正 で あ るか ら,02b、ノと σ2b、の大 小 の判 定 ば



回帰係数の推定について(1)(竹 内)

分 子 の 符 号 に よ る 。 分 子 が

1(1+h)σ 。2ay2+hσ 。y2(2+k)一 一h(1+k)σ 。2ay2>0

な る か ぎ り ・ σ2b、ノ の 方 が σ2biよ り大 と な る 。

さ てnが 大 き い 場 合

計 ≒β
は漸近的に

知享
と な る で あ ろ う 。SX,Sy,お よ びSXYはn→ 。。 の と き,

'
σ。,av,お び よa。yと な る で あ ろ うか 。 、

利 用 す る と よ い 。

εx2に つ い て み よ う。 ・

SX2・=SX2+S,、2

60

一31一

それぞれ漸近的に
くの

これ を み るに は スル ツキ ー の定 理 を

6D

で あ る か ら,5×2の 漸 近 線 を み る に は,S。2と ε♂ の 漸 近 線 を み る と よい 。

limSx2・=σx26Z
11→OQ

lims.2==o。2

11→QO

であ るか ら

limSX2==ax2十 σu2

11→oo

同様に して

劔

60

(4)EE・Cπy[[KHti,``CcToxacTHqeclくHxacHMnToTaxHnpeAenax(1925)",

EE・CnyuKmb・H36paHHbleTpyAbl,AKaAeMHAHayKCCCP,1960・cTp・

25～98.

こ の書 物 は,経 済 学 で ス ル ッ キ ー方 程 式 と して有 名 な ロ シ ヤ の数 学 者E・E・

c町 ロK曲 の確 率 論 お よび 数 理 統 計 学 の論 文 集 で あ る。 上 掲 の論 交 は,1925年 に

イ タ リー の統 計学 の雑 誌Metronに 独 文 で 発 表 され た もので あ る。 す な わ ち,

ESlutsky,"UberStochastischeAsymp七 〇七enundGrenzwerte",Met70n,

V,3,XII,1925,pp.3-89.

上 記 の 論 文 集 で は,ロ シ ヤ語 以 外 の 論 文 はす べ て露 訳 され て再 録 して あ る。
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limSy2=aッ2十av2

11→oo

limεXY一 σ。。
11→ ◎o

た だ し,彿 と ッ,κ と 砂,秘 と 砂は 独 立 と仮 定 。

か くして β・の推趨 として わ!一器 一・景 を用い る と・

limE(b!)-a・u
・t→・・ σx2+σu2

で

lims"2.・=av2=O

n→co

㈲

㈹

㈹

68

で ない か ぎ り,わ 、,は不 偏,一 致推 定 量 とは な らない 。 観測 誤 差 そ の ものは,

一 般 に 標 本 の 大 き さを 大 き くしたか ら とい って ち らぽ りは そ の ま ま小 さ くは

な らない で あ ろ う。 これ は標 本 の大 き さ とは 別個 の性 質 を も っ た 問 題 で あ

る。

次 回に は これ らの問 題 を含 め て検 討 す るこ とに しよ うび




