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ベ イジア ンの決定理論 と
　

統計的推論 について

西 川 欽 也

周知 の よ うに,現 代 統 計 理 論 の主 流 を なすNeyman-Pearson理 論 お よび

そ の延 長 と 考 え られ るWaldな どの統 計 的 決定 関 数(statisticaldecision

function)の 理 論 は,そ の基 礎 を なす 確 率 解 釈 に お い て,き わ め て 厳密 な頻..

度 説 を とる。す な わ ち,推 論 や 決 定 一 この理 論 で は一 般 に推論 も決定 の一一

種 と考 え られ る一 に要求 され る もろ もろの望 ま しい性質は,同 一 の 方式 で

の 推 論 な り決定 な りを,同 一対 象 に つ い て 同一 条 件 で独 立に多数回反覆す る

ことを通 して,平 均 的 に達 成 され る もの と考 え られてい るのであ る。 この よ .

うな想 定 は,同 一 母 集 団か ら標 本 が 反 覆抽 出 され て,同 一 種類 の判 定 が繰 返

され て い く抜 取検査 のよ うな場合 には,全 く妥 当 な もので あ るが,一 つ の知.

識 の獲 得 が 常 に,対 象 につ い て の よ り進 ん だ知 識 に到達す るた めの新たな基

礎 とな る科学 的推論(scientificinference)や,実 行 が 許 され る決定 ば た だ

一 回限 りであ り,そ の決定 の実 行 に よって 決定 者(decisionmaker)が わカレ

れ て い る条 件 が変 化 して しま うビジネス ・デ シジ ョソの多 くの場合 などにお

いては,明 か に 不 適切 で あ り,例 え ばNeyman-Pearson理 論 に お け る 「不

偏 性unbiasedness」 な ど決 定 や推 論 の 良 さの 基 準 となる 多 くの諸性 質は,

そ の現 実 的 な意 味 を 欠 くこ とに な る。それ 故,こ の よ うな領 域 で の決定 や 推

測 の理 論は,こ うした頻 度 説 とは大 な り小 な り異 なった確 率解釈に立 った,

した が ってNeyman-Pearson理 論 とは本 質 的 に 異 質 な観 点 か らす る理論展・

開 を要求 され るのであ る。 統計的推論 を科学的推論 の一部分 と考え るR.A.・

ee本 稿は北海道経済学会第28回 研究報告会(11月7日 於北海道大学農学部)で の報

告を加筆 ・修正 したものである。
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Fisherの 理論,お よび最近次第にその支持者を増 しているベイジアソ理論

は,こ うした要求の上に立つ ものである。ここではベイジアソ理論の基礎的部

分 での最近の主要な理論的進歩を概観 し,そ の意義 と問題点を考えてみたい。

§1.ベ イジ ア ソの基 本 原 則

ひ と くちに ベイジア ンとか ネオ ・ペイ ジア ソと呼 ばれ る人た ち も,そ の確

率 に つ い て の 考 え方,こ とに 統 計 的 推 論 に際 して の事 前確率 の与 え方,な ど

の 点 で,必 ず しも一・様 で な い 。 またFisherに よれ ぽ,Bayes自 身 の事 前 確

率 につ い て の考 え方 は,そ れ が 客観 的 に定 め られ る場 合 に,今 日Bayesの 定

理 と して 知 られ る逆 確 率 の公 式 に結合 され るとい うことであ って,こ の点 か

らす れ ば 主観 確 率 や 無知 を表わす確率分布を事前確率 として導入す る現代 の

ベ イジア ソは,む しろ ラプ ラシ ア ソ(Laplacian)と か,よ り端 的 に は,現

代 のベ イ ジア ソ ・ア プ ローチ の骨 組を与 えたSavageの 名 に よっ て,サ ベ イ

ジ ア ソ(Savagian)と で も呼 ぶ の が適 切 で あ るか も知 れ ない。

論点を整理す るため ここでは,と もか くSavageを もって典 型 的 な代 表 者

とす る現 代 のベイジア ソを特徴 づけ るもの として,次 の三 つ の基 本 原 則 を挙

げ る こ とに しよ う。個 々のベイ ジア ンは,以 下 の 原 則 の うち,こ とに 確 率 解

釈 や最 適 決 定 規 則 の 意味づけ(normativeかexperimentalか と い った こ

と)な どの 点 で多 少 の差 異 を もって い るが,大 筋 に お い て これ らの原 則 を採

1用す る点 で は共 通 して い る と言 って よか ろ う。

(1)主 観 確 率 確 率 は 命題 の 信頼 度(degreeofbelief)を 示 す もの と

考 え,こ の よ うな確 率 は決 定 者 な り,推 論 を行 お うとす る もの が個 々の命題

鱒 対 して 主観 的に 抱 いてい る信頼 の 程度をexplicitに ひ き 出す こ とに よっ

て 定 め られ る とし,い わ ゆ る 主 観 確 率(subjectiveprobability)あ るい は

個 人 的確 率(personalprobability)が,不 確 実 性 の指 標 と して,決 定 や 推

論 の基 礎 に 導 入 され る。

② 期待効用 仮説一 この よ うな確率解釈 の上に立 って,不 確 実 性下 の合
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理 的行動におけ る最適決定規則(optimaldecisionrule)は,期 待 効 用 の最

大 化(maximizationofexpectedutility)で あ る とす る。 この場 合,効 用

をNeumann-Morgensternの 意 味 で 考 え る ことは言 うまで もない。

(3)尤 度 原 理 一 統 計 的 推 論(statisticalinference)は,実 験 デ ー タか

ち 得 られ る情 報 を,ベ イズ の定 理 に よっ て,未 知 母 数 に つ い て の事 前 分 布 に

一結 合 し,こ れ を事 後 分布 に 変 換 す る ことであ ると考 える。 この場 合,実 験 デ

ー タの情報 は 「尤 度(likelihood)」 の形 で と らえ られ,実 験 デ ー タの情 報 は

す べ て これ で代表 され ると考 え,尤 度 が 等 しけ れ ば,同 一 の事前 分布 か らは

・常 に 共 通 の 結論す なわ ち 共通の 事後分布が 導かれ る とい う意味で
,尤 度原

理(likelihoodprinciple)が 採用 され る こ とに な る。

§2.ベ イ ジ ア ソ理 論 の根 本 問題

ベイジア ソは これ らの原則を,不 確実性下 の合理的行動を規定する一連 の

一公理か ら演繹的に導出す る。ベイジア ソの功績の一つほ,統 計的決定や推論
こ

の すべ てを,不 確 実 性下 の 合理 的行 動 に よ ってはっき りと基礎 づけ る理論構

.成 を うち た てた こ とで あ る。 だ がその 際本質 的な 役割 を果す 主観確率 や効

.用 は,評 価(evalution)を 必 要 とす る概 念 で あ り,し か も頻 度 確 率 の よ うに簡

.単 な 実 験 に よって 客 観 的 で,安 定 した値 を 定 め うる と い うよ うな ものでな

く,評 価 手 続 の如 何 に よって 大 き く変 り うる不安定 な概念であ る。 したが っ

『て これ らを明確 に概念規定 し
,ま たそ の評 価 がそ れ に対 応 して 一義 的にな さ

れ るよ うな しっか りした評価手続 を定 めてお くことが必要であ る。

ベイ ジア ソの公理体系は,こ れ ら主観 確 率 と効 用 の概 念 規 定 な らびにその

評 価手続を定め る部分 と決定 の基礎を なす選好(preference)の 首 尾 一貫 性

1〈coherenceま た はconsistency)を 定 め る 部 分 とを,一 一般 にそ の 主 要 構成

要 素 と して 含んでい る。 この公理体系が不確実性下 の合理的行動 とベイ ジア

ソが まさに考え る ところの ものの もっ とも基本的な部分 を示 してい るわけだ

.か ら,そ の 内容 が この よ うな もの と して じゅ うぶん説得的であ るか,ま た 現
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実に検証 し うる もの となっているかに よって,そ の理 論 全 体 の説 得 力 と現 実 三

へ の適用可能性 は定 まる。ベイ ジア ン理 論のいちばんの土台 をなす こ うした一

公理体系の確 立は,何 と言 っ て もベ イ ジ ア ンの第 一 の根本問題で ある。

しか し,ベ イ ジ ア ン理 論 に つ い て もっ と もcontroversialな 問 題 は,そ の ・

統 計 的 推 論 につ い て起 る。一・つは,未 知母 数 につ い て の事 前 分 布 を どのよ う'

に 定 め るか とい う問題 で あ り,い ま一 つ は,尤 度 原理 の妥 当 性 で あ る。 これ ・

らは特に,決 定 理 論 と区別 され る意 味 で の統 計的推論 を問題にす るとき,す

なわ ち与 え られ た デ ー タか らどれ だけ の ことが言 えるか とい うデータ分析 の'

意 味 で の統 計 的 推 論 を考 え る とき,大 きな論 争 点 とな る。筆 者 は この問題 を'

こ こで は ベ イ ジ ア ン理 論 の第 二 の根 本問題 と して と りあげたい。但 し,尤 度

原理 は ベ イ ジ ア ン固有 の ものでは な く,こ の原 理 の妥 当性 は ベ イ ジ ア ソよ り

もむ しろFisher,Barnardな どに よっ て 早 くか ら論 じられ て い ると ころで 『

あ るので,統 計 的推 論 に関 す るベ イ ジア ン理 論の問題点 と しては,こ こで は.

もっぱ ら事前 分布 の定 め方 を と りあげ,ま た これ と関 連 して,Fisherの 推 漁

確 率(fiducialprobability)と ベ イ ジ ア ンの事 後 分 布 との関 係 にふれたい と一

思 う。(尤 度 原 理 の妥 当性 につ い ては,例 えばBirnbaum〔2〕 を 見 よ。)

§5.公 理体系 に関す る最近 の発展

主観確率 の概念 を 公理 化す る試 みは,Savage〔21〕 に よれ ば,1926年 の ・

Ramsey〔18〕 に は じま り,そ の後,こ れ とほ とん ど独 立 に遂 行 され たde

Finetti〔4〕,1(oopman〔13〕 を経 て1950年 のGood〔10〕,1954年 のSavage-

〔19〕に 至 って は じめ て,主 観 確 率 が 統 計学 との関連 に お いて と りあげ られ

るに至 った と言われ てい る。 ことに不確実性下 の合理 的行動 を公理化 し,こ

れ か ら定量 的 な主 観 確 率 お よび効用を 演繹 的に導 いた のは,Savageの 功 績=

で あ る。 ベ イ ジ ア ソの公理 体 系 の骨組 は,Savage〔19〕 に よ って,一 応 完 成.

され た と言 って よい。

しか しSavageの 公理 体 系 は,そ れ が 不 確 実 性 下 の 行動 の 合理 的規範 とし.



ベイジァンの決定理論と統計的推論について(西 川) 一41一

て もつ 含みを必ず しも具体的 な,容 易 に理 解 で き る形 で示 してい る とは言い

難 く,ま た 主 観確 率 の存 在 は 証 明 され てい るが,そ の実 際 の評 価手 続 は 具 体

的 で ない。ベイ ジア ンに とって主観確率 は,explicitに,か つ また具 体 的 な

数値 と して,実 際 に 評価 され うる もので あ る ことが,そ の ア プ ローチ を 現 実

に遂 行 して い く場合,ど うして も必 要 で あ る。 主観 確 率 は,そ れ が あ る命題

に 対 して根 源 的 には決定者 の心 に抱かれ ている ものであ るとい う限 りにおい

て主観的なのであ って,そ れ を評 価 す る過 程 や 評価 の 結果得 られ る確 率分布

は,具 体 的 で,あ い まい さの な い もの で なけ れ ば な らず,特 定 の 決 定 者 の

「主 観確 率 」 と しては,他 の いか な る もの に とっ て も共 通な,一 義 的 な評価

結 果 を もた らす とい う意味で,客 観 的 な もので なけ れ ば な らな い。 したが っ

て公理体系は,こ の評 価 過 程 が な るべ く具 体 的で,容 易 な,客 観 的 な プ ロセ

ス と して遂 行 され る形で提 示 され てい ることが望 ましい。つ ま り実体的 な意

味 で主観確率 が客観的に存在す る とい うことを示す のみな らず,そ の評 価 過

程 を この よ うな もの と してexplicitに 含 む よ うな 公 理 体 系 であ る こ とが望

ま しい。

ベ イジア ンの公理体系についての最近 の進歩 の一つは,こ う した 意 味 で の

"simplification"の 方 向 を指 して い る よ うに 思 わ れ る
。Anscombe-Aumann

〔1〕,Pratt-Raiffa-Schlaifer〔17〕 は,い ず れ も この方 向 に お い て共 通 してい

る最近 の業績であ る。す なわ ち,両 者 は 共 に 頻 度確 率 が定 め られ るreference

lotteryと の選 好 関 係(Preferencerelation)を 通 して,主 観確 率 をexplicit

に 評価 す る とい う行 き方 を とる こ とに よって,こ の 要 請 に 答 え るので あ る。

次 に ベイ ジア ン理論が想定 してい る不確実性 下の合理 的行動 の規 範が ど う

い うものであ るかを例示す る便宜 のため,こ こで はPratt-Raiffa-Schlaifer

の 公理 体 系 を簡 単 に 要約 して お くことに しよ う。

この公理体系のか なめ と も言 うべ きreferenceIotteryはcanonicallottery

と呼 ぼ れ る もの であ る 。 す なわ ち,X=={x:O≦ ン≦1},Y=:{γ'O:S;ptK1}と の

直 積 空 間x×Yの 上 の任 意 の二 つ の 区間1,Jに よって,(x,γ)el,(x.Pt)eJ
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いず れ の場 合に も等 しいprizeを 与 え る よ う な 二 つ のlotteryI・,IJを 定

め る とき,決 定 者 は1の 面積 がJの 面積 よ り大 な る場 合 に 限 り,IiをIJに

対 して 選好(prefer)す る と 仮 定 す る。 この仮 定 が 満 足 され るXxy上 で

・定 め られ た10tteryがcanonicallotteryで あ る。 言 うまで もな く,Prize

が 等 しい と きそ れ に よって の み選 好が行われ る任意 の区間1,J等 の面 積 は,

1,J等 に対 応 す る頻 度 確 率 と解 釈 で き,そ の場 合,x×y上 の 各 点 に対 して

・は 一 様 な確 率 分 布 が対応す ることに なる
。Pratt-Raiffa-Schlaiferは そ れ 故

この 面積 をcanonicalchanceの 名 で呼 んで い る。

さて,現 実 の あ る 決 定 に よって も た ら され る可 能 性が あ る 任意 の 結果

(consequence)cに 対 して,あ るcanonicalchanceπ(c)を もって 最 も望 ま

しい 結果eeeを,1一 π(c)な るcanonicalchanceで 最 も望 ま し くない 結 果

dyを 与 え るcanonicallo七teryを 対 応 させ,決 定 者 がcと このcanonical

lotteryと の選 好 に おい て 無 差 別(indifferent)で あ る な らば,cの 効 用 を

π(c)と 評価 す る 。 この よ うな無 差 別 な選好関係を成 り立 たせ る 武Cceの 存

在 を 仮定 す るの が,効 用 の評価 を定 め る公 理 で あ る 。

同 様に,任 意 の現 実 の事 象(realworldevent)E。tlこ 対 して,E。 が起 れ

ばcee,起 らなけ れ ぽc,)eを もた らすlotteryと,あ るcanonicalchance

P(E。)を もつX×y上 の 区 間Y。 に 入れ ば6乾 入 らな け れ ばCeeを 与 え る

canoniCallotteryと を 考 え,決 定 者 が両 者 の 選 好 に おい て 無 差別 であ るな

らば,Eeに つ い て の主観 確 率 をP(.E・)と 評 価 す る。す なわ ち,こ の よ うな

無 差 別 な 選好 関 係 を 成 り立たせ る 武 舛 の存在 を もって,主 観確 率 の評 価

を定 め る公 理 とす るのであ る。

この公理 体系では,す べ て の結 果 は,一 般 に現 実 の事 象 をす べ てそ の部分

空間 として 含む 事象空間Eと 先 に 定 義 したx×yと の直 積 空 間E×x×yの

上 で 定 義 され るlotteryと して 解 釈 され,し た が って 一 切 の 選好 関 係 は

lotteryの 間 の選 好 関 係 と して扱 われ る。そ して合理 的行動 の首尾一貫性を規

定 す る公理 としては,こ の選 好 関 係 に つ い てtransitivityとsubstitutability
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乏 を 要 求 す る の で あ る 。 す な わ ち

・〈tranSitiVi七y)1,≦12カtsつ ゐ≦13⇒1■ ≦13

'(substitutability)∫,={ltj},le…{1'/j}と す る と き,す べ て の ブ に つ い てltj

・～1"5の と き に 限 り

1ノ～1"

vで あ る
。但 しls≦lvはrl,はliよ り選 好 され ない」 と読 み,ls～IJはrl,と

み とは 無差 別 で あ る」 と読 む 。 なお,li<ljは,IJが1`に 対 しては っ き りと

選 好 され る こ とを表わす記号 と して用 い られ る。

以上 の公理 よ り,Pが 確 率 の公理 を満 足 す る こ と,Pお よび πが 一義 的 で
ノ

.あ る こと,最 適決 定 が 期 待 効用ll・ 一ΣP(E`)π(Cc)を 最 大 化 す る もの で あ る
む

ことが示される。但 し,現 実の事象 瓦 が起れぽ,決 定者には結果 らが もた

ち されるものとす る。

さらに,Efな る事象が起 ったとき新 しいlo七七eryがprizeと して与 えら

.れ,起 らない ときは現状が維持 されるconditionallotteryを 考えると,そ

のすべての結果について,効 用の評価はE「 の生起如何によって影響 されな

'いが
,そ れぞれの結果が条件づけ られている各事象の確率評価は,ガ を条件

とする条件つ き確率の形をとるべきことが示 され,こ こで ガ を入手可能な

情 報と解す ることによって,こ のよ うな情報入手を想定 した場合の最適決定

規 則がEfを 条件 とする条件つき確率によって加重 された条件つき期待効用

"を最大化す ることであることが示される
。これがベイジア ソの推論形式を含

意す ることは言 うまで もない。

そ して最後に,こ の条件つ き期待効用を最大化す る決定が,拶 なる情報が

単 に入手可能な段階か ら,実 際に この情報が獲得された後の段階に移ったと

き,こ の段階での単純な最大期待効用 を もた らす 決定 とequivalentで ある

一ことを要求 して,こ の公理体系は完結するのである。

公理体系 についての進歩のいま一つの方向は"extension"の 方向 と呼ぶ、

、ことができよう。実際に決定者が抱いている主観確率は,必 ず しも一義的な
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数値 として定め うるようなものとは限 らない。主観確i率を一義的な数値 とす

るのは方法論的な便宜に よるのであって,本 来それはあ る幅を もったものと

して現実の決定者の心に抱かれているかも知れないのであ る。今 日,大 方の

ベイジア ンの公理体系についての考え方は,そ れをnormativeな ものと解一

す ることにあるか ら,実 験的に評価 された現実の主観確率が,数 値的にある

幅を もっているとい うことは,ベ イジアンの理論にとって必ず しも致命的な

ことではないが,主 観確率が一義的に定め られ ない この 「ゆるい」条件の

下で,な おかつベイジアソ流の決定規則や統計的推論が正当化され るとすれ

ば,そ れはSavageに よって示 された 公理体系の拡張を意味す る ことにな1

る。 この方向を行 くものとして,C.A.B.Smi七h〔22〕 は,主 観確率や効用,

が上限 と下限をもったある幅で評価 され る場合にも,あ る一義的な確率加重

による期待効用の最大化が可能であ り,そ れが最適決定規則であ ることを示

した。

§4.事 前 分 布 の 選 択

一般に統計 理論 に おいて 三 つの 問題領域 ,す なわ ち 決 定 理 論,統 計 的推 、

論,お よ び実 験 計 画が 区別 さ るべ き であ るとい う考 え方が今 日,常 識 とな り

つ つ あ る。

Cox〔3〕 は,統 計的 推 論 を,与 え られ た 観 察 値 か ら 計量 され た 不確 実性

(measureduncertainty)を もっ て な さ れ た 統 計 的 母 集 団 につ いての 叙述

(statement)と 定 義 し,「 デ ー タは母 集 団 の特 定 の側 面 につ いて ど うい うこ

とを言 う資格 をわれわれ に与 え るか」 とい う問に答え るのが推論の問題 であ

るとしてい る。所与 の データが,問 題 とす る母 集 団 の特定 の 側 面 につ いて内。

包 してい る情報 を,い か に してひ き出 し,そ れ を母 集 団 に つ い て の いか な る・

叙述に結合す るか とい うのが本来 の統計的推論であ り,Birnbaum〔2〕 は,こ

れ をNeyman-Pearson流 の,本 来 決 定 理 論 とみ な さ るべ き点推定や検定 な:

どを指 す 意 味 で の統 計 的推 論 と区別す るため,特 にinformativeinference・
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∴と名づけてい る。Fisher(例 えば 〔5〕を見 よ。)が 一 般 に 推定(estimation)

"を 問 題 にす る と きに は
,実 は この よ うな意 味 で の統 計 的 推論を と りあげ てい

るのであ る。

これに対 して決定理論は,こ うした 推 論 に よ って ひ き出 された統計的情報

・に 基づいて とるべ き行動(action)に 関 す る理 論 であ り,Cox〔3〕 に よれ ば,

誤 った 決 定 に 基 づ く損 失(10ss)の 評価 や 事前 の情 報(priorinformation)

'

・は,こ の決定理論において必要になるのである。

実験計画は,デ ータをどの うよな手続でつ くり出すかとい う問題を扱 うわ

・けで,実 験に際 してわれわれがおかれている物理的 ・経済的諸制的に対す る

一考慮が
,そ の実験が提供す るであろうところの情報の質と量に関す る考慮と

ともに必要になるし,当 然,事 前の情報を有効に利用す ることも考慮されね

擁まならない。

さて,こ のように決定理論や実験計画の理論 と区別 され る意味での統計的

'推論 とい う角度か らベイジア ソ理論を眺めてみ ると
,そ れは,デ ータの情報

・を尤度 とい う形でとらえ(尤 度原理)
,母 集団に関す る叙述は,尤 度 とある

事 前分布 との積に比例す る形で得 らる事後分布(逆 確率の公式=ベ イズの定

理)の 形でなされ ると言 うに尽 きる。

ところで統計的推論が,Coxの 言 うようにデータのみか ら何が言えるかを

'示す ことを 目的とす るものだとすれば
,こ のような統計的推論におけ る事後

'分布は ,事 前分布に依存 しない形で得 られなけれぽな らない。そ こでこのよ

うな事後分布をもた らす ような事前分布は,ど のように定めるべきかとい う

澗 題が,ペ イジア ソの統計的推論を,ま さにCoxの 意味での,本 来の統計

い的推論た らしめるためには
,不 可避的に起って くる。そ してこの問題が鯉決

さ れ て い な くて は,ベ イ ジ ア ソの 理 論 は,Fisherが 強 調 す る 「科 学 的 推 論 」

Σに お け る有 効 性 を 主 張 す る こ とが で き な い で あ ろ う
。

Savage〔20〕 は,事 前 分 布 は 文 字 通 りpersona1な もの で,人 ご とに 異 っ て

郭い て よい と し,推 論 の 客 観 性 は 「precisemeasurementprinciple」 に よ っ
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て保証 され ると考 えてい る。

い まベイズの定理

8(θlx)oc∫(x1θ)・ 乃(θ)

において

∫(xlθ)=φ(x一 θ)

とす れ ば,事 前 分布 の密 度 関数 ん(θ)が θ一κ。(但 し κ。は実 際 の観 察 値 で'

所 与 とす る)の 近 傍 で,φ(κ ・一θ)に 較べ て なだ らか(smooth)で あれ げ

8・(θIXe)≒ ん●φ(κo一θ)●α(κo)◎cφ(κo一θ)

とな り漕事 後 分 布 は 近 似 的 に事 前 分布 に依存 しない もの とみな して よ く,し

か もそれ ば尤 度 に 比 例 す る密 度 関数 の形 をと るとい うのがprecisemeasur--

ementPrinciPleで あ る。 しか も φ(x一 の に お い てxと0は 対 称 的 な関 係

に あ るか ら,符 号 を逆 転 す れ ば θの事 後 分 布 は実は 万の分布 法則 と全 く同一一

・の形 で与 え られ るわけ である
。 したがってPrecisemeaSurementPrinctPle

は,母 数 θが この よ うな位 置 の パ ラメ ー ターであ るとき,結 果 的 に はFisher'

の 推 測 分布(fiducialdistribution)と 同一 の もの とな る。 但 し,推 測 分 布 は

観 察 値 の分 布 の み か ら厳密 な形 で導かれ るもの として主張 され るのに対 し,

precisemeasurementprincipleは,事 前 分 布 が 実 際 に 得 られ た観 察値 の近一

傍 で一様分布 に近 い とい う仮定の下で,近 似 的 に成 り立 つ 関 係 を示 す に とどく
まる。推測分布 につ いては また後でふれ るので,こ こで はprecisemeasur--

ementprincipleの 妥 当性 を 簡単 に吟 味 してお こ う。

現 実 の観察値xeの 近 傍 で事 前 密 度(priordensity)h(θ)が φ(x。一θ)に

対 して相 対 的 に 一 様分 布 に近 い形 を している ことが,こ のprincipleの キ ー

・ポ イ ン トを なす 前 提 条件 で あ る。 この条件 は,大 標 本 の場 合 に は 実際 上 常

に 満 足 されてい る と考 えて よい。そ して 戻 θ)が あ の近 傍 で φ(κ・一θ)に

対 し,が な り鋭 い形 を して い て この条 件が満 され ない場合 とい うのは,わ れ.

わ れ の θにつ いて の事 前 的 な確 信 が,実 際 の観 察 結果 と大 幅 に 喰 違 ってい る

ことを意味 してい るのだか ら,こ のprincipleの 前 提 条 件 が充 され る と ころ・
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までsamplesizeを 拡 大 す るな どの 手 段 を 講 じな ければ な らない 場合 であ

ると考 え られ るのであ る。 この よ うな考 え方は きわめて実際 的な ものであ る

が,理 論 的 に は む しろ決 定 理 論 的 な もの と言 うべ きで あろ う。そ して よ り重

要 な ことだが,こ のprincipleは,κ ・が 大 き くば らつ くであ ろ う小標 本の場

合 には,ほ とん ど常 に 使 え な い こ とに な る。 また ∫(xiθ)を φ(万一θ)な

る形 に 限定 して い るのは,∫(刈 θ)を そ の ま まの形 で変 数 と母 数 の読 みかえ

のみた よって母数 θの分布 と解釈す ることがで きるために設け られた仮定で

あ るが,こ の仮 定 は このprincipleが 適用 され る推 論 問 題 を,位 置 の パ ラ メ ー

ターに 関す る もののみに限定す るわけだか ら,き わ め て 強 い仮 定 で あ る。 も

ち ろ ん この仮定は緩和 できるが,ど こ まで緩和 で き るか につ い ては,Fisher

の推 測 分 布 を確 率 分 布 と して 解釈 す る場合について起 る複雑 な問題 と本質的

には 同一 の問題 を生ず る ことになろ う。

こ うしたSavageの 考 え方 に 対 して,Jeffreys〔12〕,Lindley〔16〕,

Hartigan〔11〕 らは,先 に述 べ た よ うな意 味 で の本 来 の推論問題 におけ るベ

イズの定 理の適用 にあたっては,事 前 分 布 と して,何 らか の客 観 的 根 拠 に 基

い て θに っ いてのわれ われ の無知(ignorance)を 表 わす 確 率 分 布 を 用 い る

こ とが 必 要であ ると考 えてい る。

常識的 で,か つ また 古典 的 な や り方 は,無 理 由 の 理 由(principleof

i早sufficient;eason)に 基 づ い て,θ の存在 可 能範 囲 の 全 体 に わ た って一様

な確率分布を もって,無 知 を 表 わ す事 前 分 布 とす る ことであ る。

この よ うなアプ ローチは0の 存 在 可 能 範 囲 が 無限 区間 の場 合,normalize

され な い確 率 分布 の導 入 を必 要 とす る。 この こと自体は一般 にそれ程 致命的

な困難 とは考 え られ ていないが,Of{gti<。 。 の と き,任 意 の実 数aに 対 しで

P(0≦a)は この よ うなnormalizeさ れ ない 確 率 分 布 に お い て も常 に 有限

(finite)で あ るの に対 し,P(ti》 α)は 常 に 無 限 大 と な るか ら,二 つ の命 題

の 選 択 に あた って,確 率 の よ り大 きな命 題 を採 択 す るとい う常 識的 なルール

は この場合,無 条件 に は使 え ない 。 何 故 な らば,θ ≦ α とい う命 題 は,∞ 以
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外 のいか なる αを とって も,こ の ル ール の下 で は θ〉α とい う命題 に対 して

t常に棄 却 され る こ とに な るか らであ る
。Jeffreysは,こ の事 実 は θにつ い て

わ れ わ れ が 全 く無知 であ るとい うこととinconsistentで あ る と してい る。

JeffreySは また,こ の よ うな一 様 分布 を無 知 を 表 わす事前分布 とす ること

の不都 合な例 として,次 の よ うな こと も指 摘 して い る。

0≦ θ<。。 の とき,θ につ い て われ わ れ が 全 く無 知 で あ るとい うことは,

θ の 任意 の 乗 巾 に つ いて も全 く無知 である ことを 意味 してい る。 したが っ

て,θ の事 前 分 布 も θ処の事 前 分 布 も,無 理 由 の 理 由 の立 場 か らは 同 じ一様

分 布 を していなければ な らない。 しか るに,θ につ い て の一様 分 布 が

B(θ、<θ<θ ノ十aθ)ocdθ

と 示 され るの に対 し,伊 の一 様 分 布 は

P(θ 、n<θn<(θ ノ十4θ)n)OC4θnOCθ ノn一ノdθ

と な り,後 者 は θ、の値 いか ん に よ って変 り,前 者 と一 致 しな い 。

こ うした不 一 致を 排除す るた めJeffreysは,θ の一 意変 換 に 関 しあ る種

の 不 変 性 が充 され るよ うな事前分布を採用す ることを提 唱す る。

彼 は二つ の分布関数F,Ftに つ い て

」一 ∫z曙 ・d(F・一一F)

が す ぺ て のnon-singularな 変 換 に 対 して 不 変 で あ る こ とに 着 目 し,Fが 母

数 θ`σ誤ろ… 、〃の を もち,Ftが 母 数 θ,+dθ,,σ 一 乙…,m)を もつ もの と し,

そ れ ぞ れ の 密 度 関 数 をf,f'で 表 わ し,fが θ`,σ 一乙…,m)に つ い て 微 分 可

能 で あ る とす れ ば,充 分 に 小 さいdθ,,σ 一乙…,m)に つ い て

J・=Σ Σf,Jdθ,dθ 」
`'

但 し

掬「幽 。(Σδ
x)磁 薮 ・傷

とな ることか ら,事 前 分 布 の密 度 関 数 と してllf.IlSを とる こ とを提 唱 して



ベイ ジア ンの決定 理論 と統 計的推 論につ いて(西 川)-49一

い る 。 い ま θ`,(i-1,…,m)を θ㌔,(彊 乙….〃の に 変 換 す る と き,ノ の 不 変 性

か ら θノ`につ い て も

ノ詔 Σ Σ ノ堀4θ ノ泌 θ,1
あ ヱ

ヵミ導かれ,こ こに

f・k・一・;9fw・2iSlt,`
,・1亀

'で

11f・k・li・・llfull・ 厭1・ 既

.と表 わ せ,一 方,多 重 積 分 の変 換 公 式 よ り

轍 州 謝 ・a・e…d・… … ・4θ鰯

一(絵D6・a・ …4θ ㌔・… ・4%

触で

Ilf、,lledθ.…dO.一=ltfutlSao',・ … ・4θ㌔

.が 成 り立 つ か ら で あ る 。

JeffreySは こ の 方 法 で

∫一毒 ゆ{一 α…蓑ア}・ 一・・<μ<・… 如 く・・

'の場 合

(1)aが 既 知 な らば,μ に 対 す る事 前 分布 と しては 一様 分布を とるべ き こ

.と

② μ が 既 知 な らば,σ に 対 す る事前 分 布 は,そ の確 率 素 分 がda/aに 比

'例 す る よ うに とるべ き こと
,つ ま り109σ に 関 して一 様 分 布 を採 用 す べ きこ

と

(3)μ,aが 共 に未 知 の場 合 に は,事 前 分 布 の確 率 素 分 はdPtdO/σ2に 比 例

す る もの を とるべ き こ と

';iを導 い て い る
。
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Lindleyは,母 数 が 一 つ の と き,Jeffreysの この方 法 が,Fisherの 情 報三

量1(θ)の 平 方根{1(θ)}}に 比 例 す る よ うに 事 前 分 布 を 定 め る ことであ るt一

こ とを示 した 。

恐 ら くJeffreySに は じま る と 思 わ れ る こ うした 不変性 を 基準に して事前

分布 を選択す る問題 につい て,系 統 的 な分析 を最 近 行 った の がHartiganで あ・

る。以下 や や 長 くな るが,最 近 の統 計 理 論 に お い て不 変 性 概念は ます ます重要 一

性 を加 えつつ ある ことも考慮 して,そ の所 説 を要 約 してお くこ とに しよ う。

彼はJeffreysに した が っ て,事 前 分 布 お よび事 後 分 布 に はnormalizeさ

れ な い確 率 分 布 を想 定 し,ベ イズ の定 理

9(θlx)。c∫(xlθ)・h(の

に お い て,θ に つ い て の無 知 を表 わ す よ うな事 前密度 戻 θ)が 定 め られ る と

す れ ぽ,そ れ はわ れ わ れ の事 前 的 知 識(priorknowledge)がXtlこ つ い て の'

あ る特 定 の 一組 の観 察値 に等 しい と仮定 して,ベ イ ズ の公 式 を 使 って この事 一

前 的 知識を表わす密 度関数を求め る ことであ ると考 え ることか ら出発す る。

そ して ∫(xlo)の 族(family)Fに 対 応 して定 め られ る事 前 密 度 が,θ の一'

意変 換 に 対 して不 変 とな る よ うに定 め よ うとす るのであ る。

まずgは そ れ ぞ れ の 分 布 族Fに8F(θ1〃)を 対 応 させ る任意 の 関数 で あ る・

と考 え,ま たhは そ れ ぞれ のFにhi(θ)を 対 応 させ る と と もに8式 θlx)-

f(xlθ)hF(θ)な る関 係 に よ ってgを 定 め る関 数 で あ る と考 え る。 また ∫(xl

O)はmの あ る開 部 分集 合Sの 要 素 万お よびRkの あ る開部 分集 合2の 要 ・

素 θに っ い て定 め られ,そ れ は すべ て の κ⑤ θ認 に対 して,θ に関 す る連.

続 な導 関数 を もつ もの とす る。 ここでh(の,9(elX)を それ ぞれ 特定 の 分布

族 に対 応 して定め られ る θの事前密 度お よび事後密度 とす る統 計的推論を考

えた場合,充 され る ことが望 ま しい不 変性 概 念 として次 の よ うな ものを挙げ=

る こ とが で き る。

1.S-labeIlinginvariance:-

f(F,feeEFseに つ い て
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fce(exlθ)・(agx/du)'=f(xlθ)

が す べ て のXES,θE2に つ い て 成 り立 つ と き,そ れ ぞ れ の 変 換3に 対 して

8詳(oiev)。cg-(olx)

な らば,gはS-labellinginvariantで あ る 。 こ こに ■はx→9xでSを 酵 に一

1対1対 応 させ る 微 分 可 能 な 変 換 で,gyはRKの 開 部 分 集 合 とす る。 これv

は 変 換 され た 確 率 変 数ge-TXの 観 察 値T」Vが,観 察 値X・ ・Xが θに 対 し

て もつ の と 同 様 の 関 連 を もつ こ と を 保 証 す る もの で あ る 。

ll.9-labellinginvariance:

fEF,feeEFteに つ い て

f÷e(xlTθ)rf(xIθ)

が す べ て の κ識 θ`9に つ い て 成 り立 つ と き

8R∋ξ'(7「θlx)・(6彦 丁θ/dθ)oc8」F〈θlx)

な らば,gは9-labellinginvariantで あ る 。 こ こでTは2を 継 に1対f

対 応 させ る微 分 可 能 な変 換 で,・Pt・ はRKの 開 部 分 集 合 と す る 。 これ は θ→TO

な る変 換 に よ っ て 同 一 の もの と認 め られ る 二 つ の 分 布 族F,F*に 対 応 す る 事

後 分 布 も ま た,こ の よ うな変 換 に よ っ て 同 一 の もの と認 め られ る とい う こ と

を 保 証 す る も の で あ る 。

璽.2-reStriCtiOninvarianCe』:-

Fは θ認 に お け るf(xlの の 族,Fesは θξ群 に お け るf(xlθ)の 族(但

し,2eeは2の 開 部 分 集 合)で あ る とす る と き,そ れ ぞ れ のF,PSve対 して

9Ree(θlx)◎cg■ 〈θIx).θE2ee

が 成 り立 つ な らば,gは2-restrictioninvarian重 で あ る 。 これ は,9)G・の 中 で

θを 層 こよ っ て 区 別 す る こ とは,併 以 外 の θの 値 に よ っ て 影 響 され る も の・

で は な い と い う こ とを 意 味 す る 。

17.Sufficiency:-

XESか ら,S→gyの1対1変 換 丁 に よ っ て 得 られ るTXが θ の 充 分 統 計

量 とな っ て い る と き
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9F∋e(θITx)oc8■ 〈θlx)

な らば,gはsufficiencyinvariantで あ る 。 意 味 す る と こ ろ は 明 か で あ ろ

う 。

V.Direc七productinvariance:一 一一

x,Yは そ れ ぞ れ 密 度 関 数fi(xlθ),f2(ylφ)を も つ 独 立 な 確 率 変 数 と す

る 。 そ の と きZ=(X,1つ はf(X,ylθ,φ)rf'(〃1θ)・f2(ylφ)な る 密 度 関

数 を も つ が,Eをf,(vlの,θE9,の 族,F2をf2(列 φ),φ6S?2の 族 と し,

-F・ ・F、×F。 を ノ(X,列 θ,φ),θ`島,φ ερ。 の 族 と す る と き

9)〈 θ,φlx,ツ)◎cgFノ(θ1x)●97_・(φ1ツ)

な ら ば,gはdirec七productinvariantで あ る 。

「Vil
.Repeatedproductinvariance:・

ノ「→←(x■,・。・,Xinlθ)=昌n1(x`1θ)
`

'で
,Fは 」(列 θ),θE9の 族,盛 はfX(X,…,1θ),θd2の 族 とす る とき

8詳(θlX、.….Mn)。 。プ(X2,…,Xmiθ)・9R(θlX、)

な らば,gはrepetitioninvariantで あ る。1～Vのinvarianceで はgア(θ

lX)。。ノ(xlθ)・h(θ)と い う形 をgが もつ こ とを 要 求 して い な いが,こ の

repetitioninvarianceは,あ る 恥 こ対 してgが 必ず この形 で 定 め られ ね ば

な らな い ことを要求す るものであ る。 した がって このinvarianceは ベイ ジ

ア ソの統 計 的 推 論 に とって 本質的 な要求で ある。

以上の不変 性はいずれ も事後分布に要求 され るものであ り,推 論 が 観 察 値

趣こも とつ い て母 数 θの確率分 布を示す形で行われ るよ うな統計的推論につい

て一般 に考 え られ る望 ましい性質であ る。ペイ ジア ソの統計的推論 に とって

本 質的 な ことは,こ の事 後 分 布 が 事 前 密 度 乃か ら定め られ る とい うことであ

り,事 後 分布 が これ らの不 変 性 を 満 足す るか ど うかは事前分布の与 え方いか

、んに よって決 まって くるのである。 しか もわれわれは この事前 分布 について

も θの一意変換に対す る不変性を要求 してい るのであ る。つ ま りわれ われが

こ こで まさに問題 に しなければ な らないのは,以 上 の不 変 性 を備 えた事 後 分
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布 を ベイズの定理に したが って もた らし,か つ そ れ 自身 θの一 意 変 換 に対 し

て 不変 であるよ うな事前分布 を求め る ことであ る。

まず最初に 考 え られ るのが,relativelyinvariantpriordensityと い う・

概 念 で あ る。す なわ ち

ノー(zxI9θ)(dew/4x)冨=ノ(xlθ),X」S,θc52

を 満 足す る微 分 可 能 な一 意変 換8に 関 して

h7(2θ)(dg7/4ク)==chR(θ),θf3?

が 充 され る と き,h7(の をrelatively,invariantpriordensityと い う。 こ

の よ うなhF(の が存 在 す る とき,こ れ と対 応 して定 め られ る9F(θ1〃)は,

上 記1,fi,璽 の 各 不変 性 を満 足 す る ことが 容 易に言え る。

ところで問題 は・ 一般 の分布族Fに 対 し・ この よ うな 不 変 性 を 満 足す る

変換 が存在す る とは限 らず,ま たそ れ が 存 在 した と して も,不 変 な事 前 分 布

が一 義 的 に定 ま る ことは滅多 にない とい うことである。

そ こで 彼は次に,事 前 分 布 が そ れ に 対 応 して 定 め られ る分布族Fに さ ら

に強 い制 限 を 加 え ると と もに,不 変 性 が 充 され る ・S2の上 の範 囲 を せ ば め る こ

とに よ って,不 変 な事 前 密 度 を一i義的 に定 め よ うとす る。

まずf(xlθ)(θ 認 で,2はR"の 開 部 分集 合 とす る)は

(δ「/∂θ「)1(醤プてxiθ),r≦ ζ2

が す べ て のXES,θE2に 対 して存 在 し,ま た 有 限 の二 次 の積 率 を もつ もの と

し,結 論 的 に は(∂/∂ のlogh(9)が(∂/∂ θ)logf(xlθ)と,(∂2/∂ θ2)1㎎

∫(xlθ)に の み 依存 す る こ とを 意 味 し,あ る θ・の近 傍 で

ノ(TxITθ)(4Tx/ax)=プ(x1θ)

h(=TO)(4=zrθ/dθ)・=o乃(θ)

が充 され る よ うな 事 前 密 度,す なわ ちlo『allyinvariantpriordensityが

導 入 され る。

と ころが,こ の よ うな制 限 され た不変 性 を 満足す る事前密度す らも,こ れ

を 見 出 す こ とが 一 般 に は 期 待 で きない ので,、彼 は さ らに,銘 → 。。 に つれ て
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く∂/∂θ)logf(x[θ)な らび に(∂2/∂ θ')logf(xlθ)の 漸 近 分 布 が,0(ガ 巻)で

これ らの 一 次 お よ び 二 次 の 積 率 で 定 ま る こ と を 利 用 して ,

(∂/∂θ)log・h(θ)諸 一E(ノ}f2)/E(ノ 『』)

を 満 足 す る一 義 的 なh(θ)を 導 き,こ れ をasymp七 〇ticallylocallyinvariant

Priordensity(ALIpriordensity)と 呼 ん で い る 。 但 し,

f'=[(∂/∂ θ)1・gf(x1θ)コ θ一θ。

f・'=[(∂ ヲ ∂θ2)1・gf(xlθ)コ θ一θ。

+で
,E(fi)-0と す る 。

次 い で これ を ・9が 逆 の 開 部 分 集 合 の 場 合 に 拡 張 し,θ ・=θ・で(∂/∂ θ,)lag

ノ(xlθ),i=1,…,h(∂/∂ θ`)(∂/∂ θ,)logf(xlθ),i=1,…,肋 ブ=乙 …,kが 有 限 の

・一 次 お よ び 二 次 の 積 率 を も ち

E[(∂/∂ θ`)log∫(ガ1θ)コ=O,i==1,…,k

E[(∂/∂ θ`)1qgノてxlθ)・(∂/∂6㌧)logノ てx{θ)]

十E[(∂2/∂ θ`∂θ」)logノ(xlθ)]=o,

づ=乙 …,ん ノブ諾1,…,h

を 満 足 す る と き

伽 乃(θ)一一:1:iE(翫 銑1㎎ ∫・灘 初 ・8・」

に よ っ て,θ ・=θ。 に お け るALIpriordensityを 定 義 し て い る 。 但 し,

.9S」は 希ブ要 素 に

'E[(∂/∂ θの(∂/∂ θ
,)logノ(xIθ)]

を もつ 行 列 の 逆 行 列 の づ,ブ要 素 で あ る 。

ALIpriordensityは,既 述 のJeffreysのinvarian七priordensity

.と似 て お り,Jeffreysのdensityは

ノ(exi2θ)(aew/ax)==ノ てxIθ),xεS,θE9

:な る微 分 可 能 なS→S.認 →2の1対1変 換zに 対 して

h(di)(ddi/4θ)==h(θ)

〆
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"を 充 す の に 対 し
,ALIpriordensityは

h(εθ)(azθ/dθ)==ch(θ)

vを 充 す も の で あ る
。 ま た,Jeffreysの 事 前 密 度 を ノ(θ),ALIpriordensi七y

rをH(θ)と す る と き

ノ(θ)ω・H(θ)β,但 しa+β ・-1

ビは,先 の1～VIの 不 変 性 を す べ て 満 足 す る事 後 分 布 を もた らす 事 前 分 布 とな

る こ と も指 摘 さ れ て い る 。

しか し,以 上 に お い て 乃(θ)が ∫(劉 θ)の 族 に 対 応 して 定 め られ て い る こ

.と の 結 果 と して,次 の よ うな ベ イ ジ ア ンの 統 計 理 論 に と っ て,か な り致 命 的

と思 わ れ る 矛 盾 を もた らす 。

す なわ ち,同 一 母 数 θに 関す る推 論 に おい て,ま ず κが 観 察 され,次 い で

汐 が 観 察 され た とい う場 合,ベ イ ジ ア ソの統 計 的 推 論 は

9(θIx,ツ)QCノ(ニソ1θ)●9(θ 】x)

と い う形 で な され る のが た で まえであ り,こ の よ うに新 しい情 報 が 取 得 され

.るに した が って,そ れ 以前 の 段階 で得 られ てい た事後分 布を新 たな事前分布

,とす る ことに よっ て,推 論 を 逐次 修 正 して い く手 続 を与 え るとい うのが,ベ

イ ジ ァ ソ ・ア プ ロー チ のす ぐれた利 点の一つで もあるが,こ の よ うな形 の推

論 は,事 前 分 布 に 上 記 の不変 事 前 分 布 を用 いる場 合,%ッ がそ れ ぞ れ 同一 の

・分 布 に した が ってい ない と,consistentな 結 果 を もた らさな い ので あ る 。

例 えば,先 ず 銘 回 の独 立 な試 行 で,各 試 行 に お いて 確 率 θで 生 起 す る事

一象 を
,丁 回観 察 した と しよ う。次 い で,こ の事 象 を さ らに 〆回 観 察 す る まで

試 行 を繰 り返 し,そ の結 果 πノ回 の試 行 が追 加 され ることにな った と しよ う。

結 果か ら見ればn+nl回 の 独 立 試 行 が 行 わ れ,r+〆 回 の事 象 を 観 察 した の

で あ って,こ の観 察 結 果 が われ わ れ に 与 え る情報 は,順 序 を逆 転 して,ま ず

ヅ 回 の事 象 を 観 察す る まで 〃 回の試行 を繰 り返 し,次 い で 銘回 の 試 行 を行

っ て,r回 の事 象 を観 察 した とい う場 合 と,得 られ た観 察結 果 を 所 与 とす る

」限 り,全 く同一 で あ る。尤 度 は いず れ の場合に もC・ θ"+「'・(1一のn+n'一(「+「')



一56一 商 学 討 究 第15巻 第4号

で あ っ て 同 一 で,こ れ が ベ イ ジ ア ソ の 統 計 的 推 論 の 基 本 原 則 で も あ る と こ ろy

の 尤 度 原 理 で あ る 。

し か る にf(rln,θ)に 対 す るALIpriordensityは1/θ ・(1一 θ)と な.

り,9(θIr.n)◎cOr-1・(1-一 θ)n-「-1で,9(θ1循z夙 〆)◎cf(n,1死 θ)・9(θ 匡 π〉

か ら はg(θln,r,nl,rt)。 ・伊+「'"1・(1-0)n+n'"r"""'を 得 る の に 対 し,∫@ノi

Of.0)のALIpriordensityは1/(1-0)で あ る こ と か ら,9(θ1死 〃)。 。θ「m

.(1_θ)n"「-1で,g(θln,r,nt,Of)OC∫(rln,θ)・g(θIrt,n,)か ら はg(θln,r,一

就 〆)。ce+「'・(1-一 一θ)n+n'一 「-r'一'が 得 られ,観 察 結 果,す な わ ち 尤 度 は 同 一 一

で あ る の に,事 後 分 布 は 観 察 手 続 に よ っ て 異 っ て く る の で あ る 。 同 じ 問 題 は.

Jeffreysのpriordensityを 使 う 場 合 に も起 る 。 こ れ は 尤 度 原 理 に 合 致 せ'

ず,し た が っ て ベ イ ジ ア ソ の ル ー ル とinconsistentで あ る 。
'

§5.ベ イジアンの事後確率 と推 測確率

Fisherの 推 測 確 率 密 度(fiducialprobabilitydensity)は,θ の 充 分 統 詐

量Xの 分 布 関 数F(vlθ)が θ の 減 少 関 数 で あ る と き

¢(θ1x)一=一 晶F(xlθ)

または一般に

φ(θレ)暢 飾1θ)1

で与 え られ るが,こ れ が 果 して確 率 分 布 と して の要件 を一般に満足す るもの・

であ るか,ま た それ が一 義 的 に定 め られ る ものであ るか につい ては,多 くの ・

議論 を呼 び起 した 。1961年,Fraserは 著 名 な二 つ の論 文 〔7〕,〔8〕 で,推

測 分 布(fiducialdistribution)を 一 義 的 な 確 率 分 布 と して 解 釈 す ることが

許 され る一つの条件を 明か に した。

彼は充分統計量Xの 標 本 空間Sの 上 の 変 換 群 に 対 して 不変 で あ るところ

の一定 の分布を もち,か つ 母 数 θを8に 施 され る変 換 の一 種 と して扱 って,

x・=θgす なわ ちg・ ・θ"'xと 表 わ せ る変 量g(枢 要統 計量pivotalquantityr
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と い う)が 存 在 す る場 合 に,推 測 分 布 は 一 義 的 な 確 率 分 布 と して 解 釈 で き,

9の 確 率 素 分 は 左 不 変Haar測 度4μ(9)に 関 してP(9)4μ(9)で 与 え られ,

そ の と きxの 確 率 素 分 はP(θ 一'x)aPt(x),ま た θ の確 率 素 分 は 右 不 変Haar

測 度dv(0)に よ っ て,左 不 変Haar測 度 と の 関 係 か ら,♪(θ 一'x)d(のdv(θ)

と な る こ とを 示 した 。 但 し,∠(θ)はmodularfunctionで,4μ(x)・-d(0)

dソ(θ)と な るo

と こ ろ でSavageのprecisemeasurementprincipleか ら 得 ら れ る 事 後

分 布 が,Fisherの 推 測 分 布 と 一 致 す る こ とは 既 に 指 摘 した が,ベ イ ジ ア ソ

の 事 後 分 布 と 推 測 分 布 と の 間 の 厳 密 な 関 係 に つ い て の 立 ち 入 っ た 検 討 は,

Lindley〔15〕,Sprott〔23〕,〔24〕,Fraser〔9〕 等 に よ っ て 行 わ れ て き て い

る 。

Lindl・yは 事 前 密 度 をP(θ)と し ・ ρ(x)・一∫f(xle)・P(・)a・ と表 わ し・

F(xlθ)が θの減少関数であるときの推測分布と事後分布との一致を示す

一晶 酬 θ)「灸酬 θ)♪(θ)/ρω

か ら・u・-R(x)・J'ρ(x)ax,・ 一ρ(θ)一 ∫P(・)a・ ・とす る と き'Fが 任 意 の 関

数Gに よって

F-=G(u-一 τ):G(R(x)-P(θ))

と表 わ され ね ば な らない ことを 証 明 した。

Lindleyは さ らにFが この条 件 を 充 して い な い とき,xの 他 に,第 二 の標

本 か ら充 分 統 計 量 ッを得 た場合,一 方 の 統 計量 か ら得 られ る 推測 密度 を ベ

イズの定理 におけ る事前 密度 として事後分布 を求め ると,一 般 には 結 合 の順

序 を 入れ か えた ときに不一 致が生ず る ことを示 した。Lindleyは これ を推 測

分 布 の 欠 陥 とみ な した が,こ の点 につ い ては,こ の よ うな形 で 推測 分 布 を 結

合 す るのは誤 りで,躍 か らの推 測 分 布 と ッか らの 推測分布 とを,デ ー タの プ

ー…一リ ソグの立 場 で 直接 結合すべ きであ るとい うFisher〔6〕 の反 論 が あ り.

またSprottは,真 の事 後分 布 は
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(1)標 本 の 情報 を全 部 ふ くむ ヒと

(2)尤 度 を 不変 に 保つ す べ て の変 換 の下 で不変 であ ること

の二つ の条件を充 さね ぽな らない として,Lindleyの や り方 で推 測 確 率 を ペ

イ ジア ソ ・アプ ローチに結合す ることは,こ の条 件(2)を 犯す こ とに な り,適

切 で ない と批 判 した 。

Fraserは 先に 示 した形 で推 測確 率 を と らえた とき,そ れ は 事前 分 布 に一

様 分 布 を とった ときのベイジア ソの事後分布の形 を とることを文献 〔8〕で 示

して お り,ま た この と き推 測 分 布 は%ッ ニ つ の充 分 統 計量 が別 々 の標 本か

ら与 え られた とき,ベ イ ジア ンの 推論 形 式 で,す な わ ちLindleyの や り方

で 結 合 で き る こ とを 示 して い る。文献 〔9〕で は,Lindley,Sprottに よって

論 じ られ た推 測 確 率 が この よ うな推論形式に おいてconsistentな 事 後 確 率

を導 く条 件 に関連 して,こ の よ うな推 論 が正 当 化 され る領域が推測確i率に あ

る種 の修 正 を加 え る ことに よって拡張 され ることを示 した。

Fisher,Sprottの 反 論 に もか か わ らず,推 測 確i率が ベ イ ジ ア ソ流 に結 合 で

きな い とい うことは,κ と γとの 間 に,通 常 の確 率概 念 で あれ ば 許 され る筈

のcondi七ionalstructureを 想 定 す る ことを 許 さな い と い うことに な るか
＼

ら,推 測確率を通常の確率概念 として解釈す る上では,や は り一つの難点 と

して留まるであろ う。だが反面,推 測分布を事前分布とす るベイジアソ流の

結合が不一致に導かれ る上述の場合には,ベ イジア ン流の結合は,観 察値に

一様でないweightofevidenceを 与えることに なるとい うSprottの 指摘

もあ り,こ うした結合方式そのものが内包す る意味について も,特 に統計的

推論の本質とい う観点か らす るさらに立ち入った吟味が加えられ る必要があ

ろ う。

いずれに して も,推 測分布 とベイジアンの統計的推論 との関係について

は,ま だ まだ不分 明な点を多 く残 してい るよ うに思われ る。
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§6.ベ イジ ア ソ理 論 の貢献

最後に,ベ イジアソ理論が決定理論および統計的推論とい う異なる二つの

澗 題領域にそれぞれ もた らした貢献が,ど うい う意味を もつ ものであるかを

簡 単に考察 して結びとしたい。

決定理論としてのベイジア ソ理論は,ま ず期待効用最大化の原理=期 待効

用仮説を,不 確実性下の合理的行動の基準として容易に受容できるような一

連 の公理か ら導かれ る主観確率を媒介に して,厳 密に意味づけることに成功

したが,こ れによって例えぽ,自 然を もっとも意地悪でまた狡猜なゲームの

徹 手 とす る想定の上 に立ったMini-max原 理 よりは,よ り実際的 でまたよ

り自然な基礎の上に立った決定理論への道が踏み固め られ ることになった。

もちろんNeyman-Pearson型 の決定や,Mini-max決 定は,そ れぞれ も

っとも適 した適用領域を現実にもつてい るわけであるが,主 観確率に基礎づ

け られた期待効用最大化の行動様式は経済や経営の領域では前二者よりはは

るかに現実的な妥当性をもつと思われ,ベ イジァソの決定理論が経済学や経

営 学の領域で もつ意義は今後 ます ます高め られた ものと予想 され る。

また新しいデータが得 られる以前に到達されていた事後分布を,新 しい事

前 分布としてベイズの定理を反覆適用す ることに よって,情 報の蓄積にとも

なって決定を逐次修正 してい く手続 きが形式化され,一 種の決定過程論 とい

うべ きものが構成 され る点も,ベ イジアソの決定理論の貢献の一つ として挙

ザ ることができよう。 また これ とともに,新 しいデータを加えることによっ

て 得 られる事後分布 とそれ以前の事前分布とを比較す ることに よって,わ れ

一われの知識がどれだけ改善されたかを評価す ることができ,同 様に して最大

・化 された期待効用を データの利用以前 と以後 とで 比較す る こともできるか

ら,い わゆる情報の価値を評価す ることがで きるとい うこともこの理論の利

.点である。もちろんこのように形式化 された決定過程は,著 しい単純化をと

もなってお り,現 実の決定過程の限 られた一つの側面一 同一母数空闘上の

款 定過程一 のみを形式化 した ものであるか ら,現 実の決定過程において無
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条件的にその理論の有効性を保証す るものではないが,少 くともそれは,よ

り現実的な理論を構成す るための一つの手がか りにはなると思われ る。

統計的推論におけ るベイジアンの貢献は,こ うした決定理論におけ るそれ.

に較べ ると,は るかにcontrOversialで ある。 この分野でのベイジアソの貢.

献は

(1)尤 度原理を支持す る新 しい根拠を与えた こと

(2)無 知を表現す る確率分布の性質が情報理論および変換理論の角度か ら・

解明されつつあること

(3)推 測確率の意味づけがペイジアンの推論形式 との関係を通 じて明かに一

されつつあること

に要約できるように思われ る。

しか し,尤 度原理をベイジアンが支持す る根拠は,実 はそれがベイジアゾ

の推論形式の直接の帰結であることにあるのだか ら,こ の推論形式の妥当性

が確立 されないと無意味である。ところで推論形式の妥当性は当然,事 前分

布の与え方の 問題につなが るわけで あるか ら,ベ イジア ソの貢献 として本

質的に問題になるのはむ しろ(2)の 点である。 確かに,既 に見てきた よ うに

Jeffreys,Lindley,Hartiganら によって,無 知を表現す る確率分布の 問題.

はかな り解明が進んできているわけだが,こ の問題は今 日まだ完全に解決 さ

れたわけではない。とい うよりはむ しろ,完 全な意味での無知を表現す る一一

義的な確率分布は見出し得ないとい う結論に向いつつあるかに も見えるので

ある。ただ推測確率の理論がベイジアンの推論 との関係を通 して,そ の厳密

な数学的構造が解明され る方向に向ってお り,ま たあ る条件の下で両者が全

く一致 した結果に導かれ るとい うことは注 目さるべきであろう。つ まりベイ

ジアンの理論は,推 測確率の理論を検討す るための方法論として役立ってい一

るわけである。

もっとも両者が無条件的には全 く別個のものであることも留意 されねばな二

らない し,推 測確率による推論 とベイジアソの推論 との優劣 も軽 々には判断
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で きない。 ただ推測確率による推論が正当化 され る明白な根拠は,今 日な

二お,母 数の確率分布を,事 前分布の知識な しに観察値の分布法則か ら客観的

・に導 くことができるとい うこと以外には見出せない ように思われ る。 これに

㌃対 してベイジアソの推論形式は,そ の公理体系が想定す る不確実性下の合理

・的行動の規範を承認す る限 り,そ れが演繹的に導かれ るとい うことに よって

:正当化され る。つ まり決定理論と統計的推論は,ベ イジアソにおいては,不
一確実性下の合理的行動の理論とい う

,よ り一般的な意味での決定理論の体系

の 中に統一 されているのであ る6こ のことは理論構成の上か らは,た いへん

・attractiveで ある。 しか し,ベ イジァ ソの公理はあ くまで も 「行動」の規範

』である
。この規範が科学的な研究の場でもそのまま合理的な,あ るいはむ し

ろ より適切には,合 目的的な,規 範として通用す るものか どうか,し たがっ

て また この規範がそのまま科学的推論の正当性を保証す るものであるか どう

二かは,ま た別個に検討されねぽなるまい。推測確率による推論 とベイジア ソ

の 推論との優劣 も,こ うした検討を経ては じめて,正 当に論 じうることにな

.るのである。 一 ,
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