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最 適 推 定 の 問 題

minimumvarianceunbiased

estimatorsに つ い て

竹 内 清

1

計 量 経 済 学 の 分 野 に お い て,推 定 の 問 題 は 最 も基 本 的 で 重 要 な 問 題 の 一 つ

で あ る。 計 量 経 済 学 で の 推 定 の 問 題 領 域 に お い て は,統 計 学 固 有 の 領 域 で 展

開 され た 統 計 的 推 定 の 理 論 な らび に 手 法 を 活 用 す る と と もに,計 量 経 済 学 固

有 の 問 題 の 特 殊 性 と関 連 して 独 自の 理 論 と手 法 が 発 展 して きた 。

こ こで は,計 量 経 済 学 へ の 応 用 を 背 景 に 考 え な が ら,第 一 段 階 と し て,最

も 基 礎 的 な 母 集 団 の パ ラ メ ー タ ー の 推 定 の 問 題 を,変 分 法 の 手 法 を 用 い て 分

析 す る こ とを 試 み た 。 変 分 法 は,計 画 の 問 題,そ の 他 計 量 経 済 学 の 分 野 で 広

く応 用 され る べ き性 格 を 持 っ て い る が,こ こで は 上 述 の ご と く母 集 団 パ ラ メ

ー タ ー の 推 定 の 問 題 へ の 適 用 を 試 み た
。

統 計 学 に お い て は,パ ラ メ ー タ ー の 推 定 の 問 題 と 関 連 して,sufficient

s七atisticの 有 用 性 が 強 調 さ れ て き た 。 た と え ば,Rao[7]は,Blackwell-

Raoの 定 理 の 観 点 か ら して,sufficientstatisticの 函 数 の ク ラ ス の 中 で の み
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minimumvarianceestimatorsを 探 さ な け れ ば な らな い,と 強 調 して い る 。

ま たKaraH[4コ は,L2空 間 を 用 い て,sufficientsystemと い う概 念 を 導

入 し,Blackwell-Raoの 定 理(KaraHは この 定 理 をBlackwelLKk)」MoropoB

の 定 理 と よ ん で い る)を 拡 張 して い る。 しか しな が ら,sufficientstatistic

とかsufficientsystemが 常 に 存 在 す る とは 限 らな い 。

わ れ わ れ は,sufficientstatisticが 存 在 しな い 場 合 も含 め て,変 分 法 を 用

いminimumvarianceunbiasedestimatorを 導 くで あ ろ う。 こ の 場 合,も

しsufficientstatisticが 存 在 す る場 合 に は,CTam6r--Raoのlowerbound

と等 し い 結 果 が 導 か れ る で あ ろ う。

母 集 団 の パ ラ メ ー タ ー のminimulnvarianceestimatorを 導 くに 当 り,変

分 法 を 用 い た 例 は きわ め て 少 な い 。 た と え ば,Aitken&Silverstone[1],

Nieto[6]な どが 散 見 され る に 過 ぎ な い 。Aitken&Silverstoneが 導 い た 結

果 は,数 学 的 に 欠 点 を 持 っ て お り,こ れ はPoMaHoBcKmb[8コ お よ びNieto

に よ っ て 批 判 が 加 え られ て い る。

わ れ わ れ は,Nietoと は 違 っ た 変 分 法 の 活 用 の 仕 方 を も っ て,数 学 的 な 不

備 を 補 な い,彼 とは 若 干 異 な っ た 結 果 を 導 くで あ ろ う。 本 論 文 はTakeuchi

〔llコ の 基 礎 を な す も の で あ り,Takeuchi[12]の 後 半 に 続 く も の で あ る。

2

われわれの問題を定式化す る前 に,若 干 の定 義 を 与 え て お こ う。

P(鰐 の は 区 間[a,b]に お い て非減 少 函 数 で 定 数 で は な い と しよ う。a,

わは そ れ ぞ 一 。。お よび+。 ・を と り うるが,

P(-oo)=limP(x;θ)
男→-oo

お よ び

P(OQ)=1imP(x;θ)
x→ 十 〇〇

は 有 界 と し よ う。P(x;θ)に 関 して 可 測 で,Stieltjes-Lebesgue積 分
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ゐ

∫i・(x)1・dP

が存在す る よ うな函数 〆(の の クラスは ク ラス 珪 と よば れ る。以下 では 瑞

の代 りにL2と 書 くこ とに しよ う。 上 述 の こ とか ら,任 意 のf(x)EL2に 対

して
ゐ

∫if(x)1・ap<・ ・
α

が 成 り立 つ 。

函 数 は,

φ(ル ノの

で 与 え ら れ る も の と す る 。 無 作 為 標 本 κ1,X2,

φ(κ1,κ2,...,κnノ θ)・=φ(x;θ)

dP(万 ノθ)=一 φ(x;θ)dx

)1(

ここではパ ラメーターが1個 の場 合 の 分 布函 数 を考 え るが,そ の確 率密 度

で 表 わ され る もの と しょう。上で考察 した可測 函数P(x;の は

.,編 の 結 合 密 度 函 数 は,

(2)

(3)

なるよ うな一般 の累積分布函数 と考えて よいであろ う。

わ れわれは,ま ずL2の 元 と しては,パ ラ メー ター θ の推 定 量,

t(Xl,x2,_,Xn)=t④

と し,こ れ は θ と は 独 立 で,θ に お い て 一 様 に

∫ ∫(x)φ(x・e)dx-g(の ・
R(x)

∫i'(x)1・ φ(x;fl)ax〈 ・・
R(sc)

が導かれ る。

さて,わ れわれの問題は次のように定式化できるであろ う。

∫'(x)φ(x;ej)ax-9(・ ・)(ブ ー1・2・ … ・m)・
R(sc)

)4(

)5(

ただ しR(x)は 〃の範 囲,な る関 係 が成 り立 つ もの とす る。t(x)Et2か ら

(6)

の(
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た だ し{O」}は パ ラ メ ー タ ー 空 間 θ に 属 す る と い う条 件 の 下 で,θ ・一θoに お

い て,

J[t]一 ∫{t(x)-9(e・)}2¢(x;ee)ax(8)

R@)

な る汎函数J[t]を 最小 にす る よ うな 推 定 量t(x)を 見 出す こ とであ る。⑦ な

る条件 の下で(8)を 最小 にす る よ うなt(〃)を 見 出す こ とは,(7)な る条 件 の 下

で,

J[t]・J'1t(のPφ(・ ・;Oo)ax(9)

B`xx

を 最 小 に す る よ うな 推 定 量 ≠(の を 見 出す こ と と 同 等 で あ る か ら,以 下 で は

(8)の 代 りに ⑨ を 使 う こ とに し ょ う。

こ の よ うに 定 式 化 す る と,わ れ わ れ の 問 題 は,Hilbert空 間 で あ るL2に お

け る 条 件 付 最 小 の 問 題,あ るい は 変 分 法 に お け るisoPerimetricProblemと

考 え る こ とが で き るで あ ろ う。(た と え ば,VeπLOPaHAvaΦOMHH[3コ 参 照)。

一 般 の測 度 理 論 を 用 い る通 常 のHilbert空 間 で あ るL2空 間 の 理 論 へ の 通 常

の 接 近 と,わ れ わ れ の確 率 測 度 を 用 い た 場 合 の 一 応 の 差 は,わ れ わ れ の 場

合,空 間 の ノ ル ム と し て 定 義 され る 内 積 が 二 つ の 確 率 ベ ク トル の 期 待 値 と し

て 定 義 され る こ と で あ る。(た と え ば,Deutsch[2]参 照)。

わ れ わ れ は,ま ず パ ラ メ ー タ ー θ が 有 限 個 の 値,θ 」(ブ=1,2,…,m),を と

る場 合 を 考 え る こ とに し ょ う。

変 分 法 に お け るdirectmethodを 用 い て,上 の 問 題 に お け る 解 の 存 在 を

証 明 し,つ い で 解 がlinearoPeratorを 通 して 表 わ され る こ と を 見 る こ とに

し ょ う。 変 分 法 に お け るdirectmethodと し て は,Ritzの 方 法 を 用 い る こ

とに し ょ う。(directmethodの 理 論 な らび に そ の 応 用 に つ い て は,た と え

ば,re五LΦaHAvaΦoMHH[3]お よ びKaHTopoBHqHKpemoB[5]を 参 照)。

さ て,

ψ[(.v),q2(x),_,90re(x),,… ⑩
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を,φ(x;θ)に 関 してL2に おけ る2乗 可 積 分 函数 の完 備 な正 規 直 交系 と し

ょう。

なお参考 までに,L2に 関 して完 備 な正 規 直交 系 の例 を 若干あげてみ よ う。

(た とえぽ,Sansone[9]参 照)。

三 角 函数 系

{毒 吻 圃}㈲ ・土1・土2・…)⑪

は,L2に 関 して 区 間(0,2π)で 完 備 な正 規 直交 系 を つ くる。

Hermite函 数 系

{7～識 吻(万22)螺 ≠)}(k-一 ・・1・2・…)⑫

は,L2に 関 して区 間(一 ・。,+。 。)で 完 備 な正 規 直 交 系 を つ くる。

Laguerre函 数 系

{rt(n+1)β(n+α+1)emp(一{野L穿'(x)}⑬

(n==1,2,・ ・。)

は,L2に 関 して[o,+。 。)で 完 備 な 正 規 直 交 系 を つ く る 。 た だ し,

(-1)・La"'(の 煮(-1)・-M!@ 一辮1謂_+1y樫

.aの

Legendre函 数 系 、

{/2誓1耳(x)}(n-=・ ・1・2・ …)⑮

は,L2に 関 して 区 間[-1,+1]で 完 備 な 正 規 直 交 系 を つ くる 。 た だ し,

P。(x)-1

P・(・)」 ×3×5・K--h'…×(2n-1)〔 匹 藩1討 ・

+鑑 離 藷 三葛 ・一 …〕
.⑯

さて,Lln)を,⑩ の最 初 のn個 の 函数 に よ って張 られ るL2の%次 元 線

型 部 分 空 間 と し ょ う。 す なわ ち,Lln)は,
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ハ

Σ卿 ε(の ⑳
`=1

の よ うな す べ て の 線 型 結 合 の 集 合,た だ し α1,α2,...,eqは 適 当 な 実 数 。 そ

うす る と,各 部 分 空 間Lln)の 上 で,汎 函 数J[t]は,n個 の 変 数 α1,a2,...・

eqの 函 数(2次 形 式)

ね

Jn[Σaiq`(の コーJn[凋 ⑱
i=1

とい うことにな る。 ⑱ は一般 に α の連続函数 と考 え られ るであろ う。

(9)は下 に有界,す なわ ち,

infJ[t]一 μ〉 一。。 ⑲
`

な ることは 明 らかであ る。

もし⑰ がadmissibleで あ る とす れ ぽ,こ れ は 条件(7)と(9)を 満 足 しなけ れ

ぽ な らな い 。 条件(7)は,

∫ 評 仰(x)φ(x・e」)dx-g(θ')(グ ー1・2・ … ・m)e・
R(w)

とい う条件にな る。 さ らに,α のに 対 して汎 函数J[t]は

J・[a・・a2,… ・ave]一 ∫{急 蝋 の}2φ(・ ・eo)dx

R(as)

と い う こ と に な る が,こ れ はn個 の 変 数,α1,α2,

か く し て,変 数ai,α2,

⑳

.,砺 の函 数 で あ る。

_,伽 の 関 係 を通 して,わ れ われ の 問題 は,⑳ な る

条件 の下 で,n次 元 球 面 上 でJn[α1,α2,_,αn]を 最 小 にす る問 題 に 帰着 す る

こ とに な る。 この最小値 を μ9)で 表 わ す と,こ れ はL勧 の元 で あ る。

⑳か ら

'(θJ)一〔勲 姻 φαノ呵

≦毘醤醐}福)囎 圃)伽

れ
一 Σ αi≦M2<。 。(ブ ー1

,2,..,m),
`;1

⑫
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た だ しM2は 適 当 に大 きな定 数。

か くして,⑫ か ら所 要 の同 時 的 条件 は,

轟(θ)-max{92(θJ)}≦ Σ α1≦M2㈱
ji==1

とい うことにな る。 したが って,η 次元 空 間 の 有界 な 閉領 域 に おい て函数⑳

の最小値 を見 出さなけれ ぽな らない ことにな る。連続 函数⑳ は,こ の よ うな

閉領 域 に お い て最 小 解 を持 つ ことは明 らか であ る。か くして,わ れわ れ は適

当 な η に 対 して 最小 解 を持つ ことにな る。

この よ うに して得 られ るminimalpolynomialを{tゐ(x)}Pと 表わ す こ と

に しよ う。 各polynomialtn(x)は,polynomial砺.1(x)の 特 別 の場 合 で あ

るか ら,次 の不 等式 が成 り立 つ。

J[tn+1(x)]≦J[tn(x)],⑳

この ことか ら

μhi)-J[砺 ω]㈱

は,%→ 。。 に した が っ て 単 調 減 少 で あ り,し た が っ て あ る値 μ*に 収 束 す る

こ とが 導 か れ るが,こ れ に 関 して は 事 前 に は,

μ*≧ μ ㈱

と い え るだ け で あ る 。 とい うの は,μ は ⑲ で 定 義 され る も の で あ り,

Pt==J[t(x)コ=infJ[t(x)コ
`

で あ るか ら。

さ て,任 意 の 玩(の に 対 して 次 の 差 を 考 え よ う。

J[砺(x)=]r-J[二t(x)]

一 ∫{h2(X)-t2(x)}φ(x;θ 。)伽

R(sc)

一 ∫ 爾 一 彦(x)}{"in"(x)+1(x)}φ(x;Oo)dx

R(x)

≦ ∫1銑(x)-i(x)ll7n(才)+云 こ躍)1φ(x;θ)ax・

R(x)
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と ころ で,ε>0に 対 して

∫1爾 一み)1・ φ(・・0)dx<・
R(x)
～

J[7n(・)]-J[・(・)]≦ ・∫12・(・)+・IM)a・

R(x)

≦2・∫ 陶1φ(x・Oo)ax+e2・

R(x)

た だ し,n→ 。。 に した が っ て ε→0と い う

⑳

な るよ うに,傷(の を選 ぶ こ とが で き るか ら,次 の不 等 式 を 得 るで あ ろ う

㈱

こ とは,⑳ の 右 辺 が η→ 。。 に し

た が っ て0に 近 ず く こ とを 意 味 す る 。 した が っ て,適 当 な η>0に 対 して,

わ れ わ れ は,n>N(の に 対 し,

0≦J[h(x)コ ーJ[t(x)]<η(29

な る よ うなN(η)を 見 出 す こ とが で き るか ら,

J[傷(x)]<μ 十 η.(30

しか し,minimalpolynomialの 砺(x)の 定 義 は,

J[tn(x)コ ≦J[tn(x)]⑳

な る こ と を 意 味 す る。 した が っ て,

μ*≦J[命(x)コ くμ十η,B2う

鋤 か ら

μ*=μ ㈱

が 導 か れ る 。 この こ と か ら,(7)な る条 件 の 下 で,J[t]を 最 小 に す るminimum

varianceunbiasedestimatort(x)が 存 在 す る こ とが 証 明 さ れ た 。

3

Lagrange乗 数 の 理 論 か ら,2次 形 式

莇[α1・a・・… ・α・]一 ∫{魯 卿i(の}2φ(万 ノθ・)伽

B(as)

が,⑳ の 条 件 の 下 で,θ 一θ。に お い て 最 小 値 を と る点(α[})αS})_,a.Ei))に



最 適 推 定 の 問 題(竹 内)-9一

お い て,わ れ わ れ は 次 の 関係 を 得 る:

δ£1)(Jn[rxll・a21)… ・α9・]

一嵩 λ(Ho
,θj)∫ 薯 α野)㊨ω φ(・ノθ')伽}一 ・ ⑳

R(x)

(づ=1,2,_,n),

た だ し,λ(0・,0ゴ)(ブ;1,2,_,m)はLagrange乗 数 。 こ こ で はn≧mを 仮

定 す る 。 上 に お い て ⑳ を 次 の よ うに 表 わ す こ と が で き る:

∫ 姻 〔{魯 αr)qi(x>}φ(・ ・eo)一毒 λ(e・…)φ(x・ ・ej)〕d・…
Rて鋤

(h==1,2,...,m).

㈲ に 適 当 な 定 数qを 乗 じ,1か らnま で 合 計 す る こ とに よ り,

.ftS1,卜11
R(m)

弧 卿)〔 優 αlbψ、α)1φ(x、e。)

一乾 λ(Ho,tij)φ鴎)〕 姻 ・

さ て

h。(x)一=ΣCicqic(x)
轟,=1

t。(x)一 Σ αE')qi(の
i=1

とお くと,㈲ は 次 の よ うに 表わ され るで あ ろ う。

∫廟 〔'。(のφ@θ 。)一港 λ(佐 θ')φ(〃 ・)〕個 ・
R(at}

G⑤

⑳

㈱

も しh(x)がL2に お い て ⑳ を 満 足 す る適 当 な 函数 であれば,わ れ わ れ は,

摂 ∫ 醐 一乃(の ドφ(x;θ)ax・一・
R(Pt)

な るよ うに係数 儀 を選ぶ ことがで きる。 また,

i豊 ∫1殉(・)-i(x)1・ φ(Xlのax・ 一・
R(m)

であるか ら

ω
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}鵯∫蝋 の帥 φ岡 一鷺え(Oo,θ」)醐)〕 伽
R@)

一∫乃(梱 φ鴎)一 甫 仰')φ α・θ')〕個 ・㈹

R(tU)

上式から次の結果が得 られる:

書 鵬)∫ 乃ω φ(x;e')dx・ 一∫i(x)h(x)φ(x・Oo)dx.⑫
R(s)R@)

⑫ は,1inearoPeratorTを 用 い る と,次 の よ うに 表 わ す こ と が で き るで

あ ろ う:

T∫h(・)φ(x;o)ax=一 ∫1(x)h(x)φ(x・Oo)ax・(43

R(s)R(Pt)

上式は,Stein[10]の 記 号 を 用 い る と次 の よ うに 表 わす ことがで きるであろ

う:

T∫h(x)π(κ ノθ)dP-∫ ・(x)h(・)dP・ ⑭

R(x)R(m)

た だ し,

π(鰐 θ)=一φ(x;θ)/φ(x;θo)。(4S

た だ し㈲ で は π(鍔 θ)EL2と 仮 定 す る。

ω が 任 意 のh(x)EL2に 対 して 成 り立 つ た め に は,次 の 関 係 が 成 り立 つ こ

とが 必 要 で あ る:

　
≠(えうφ(xノ θo)=Σ λ(θ。,θ,)φα ノθ,)㈹
'Jニ1

ま た は, 　
t(の 一Σ λ(0。,θJ)π(x;O」),㈲

」=1

4

本 節 で は,⑳ の 条 件 に お い て,ブ ー1,2,_な る場 合 を 考 察 す る こ とに し ょ

う。 す な わ ち,
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∫t(x)φ(x;Oj)ax=・9(OJ)(ブ=1,2,_)⑱
R(su)

な る条件 の下で,(8)ま たは ⑨ を 最 小 にす る推 定 量t*(x)を 見 出す こ とで あ

る。

さて,は じめ に づ→ 。。 を 考 え,次 いで ブ→ 。。 を 考 え る こ とに よ り,㈱ に

対 応す る不 等式 は 次 の よ うに な るであろ う:

92(θ')一 〔∫ 墓 鰍(x)φ(x;e')4ず ≦蕩 α1≦M2<・ ・qg

R(x)(ブ=1
,2,_).

と こ ろ で

{max[92(θ5)コ}(3'・-i,2,_)
'

は非減少であ るか ら,こ れ は あ る一 定 の値g*(の に収 束 す るで あ ろ う。 か

くして

[8*(θ),M2]⊆[8凱(の,M2]<QO6◎

た だ し,轟(の は ㈱ に よ って定 義 され た ものであ る。

したが って,条 件 ⑱ の下 で(8)ま た は⑨ の 最小値 が 存 在 す る こ とは明 らかで

あ り,こ れ は,条 件(7)の 下 で の(8)ま た は(9)の 最 小値 よ り小 さ くは な い で あ ろ

う。

この場 合,㈲ に対 応 す る結 果 は 次 の よ うに表わ され るであろ う:

ゆ
t*(x)=limΣ λ(Oo,θ,)π(x;θj)==Rrt(Af∫ τ)6D

m→ 。。'=1

た だ し,Rは ⑬ ま た は ㈹ に 対 応 す るlinearoperatorで,τ ξθ,

5

本 節 で は,前 の 節 で 用 い たlinearoPeratorのTやRに つ い て,こ れ を

よ り一一般 的 な 観 点 か ら簡 単 に 考 察 す る こ とに し ょ う。

まず π(x,'θ」),(ブ 司,2,_),は12に 属 す る も の と仮 定 し ょ う。 す な わ

ち,
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の

Σ π2(万 ∫θ,)<・Q.
'=1

t(x)EL2で,怖(x)}はff(x)に 収 束 す る か ら,

の鰐底粉衡双
。・
Σ
鮮

は収束 しなければならない。 これが収束するためには,

　

Σ λ2(θ・,θ,)<。 。
j=1

働

63

な る こ とが 十 分 で あ る 。 これ は λ(θ・,tij)El2,(グ ー1,2,_)な る こ と を 意 味

す る。 と こ ろ でL2と12はisomorphicで あ る か ら,㈹ は,Stieltjes積 分 の

考 え 方 を 用 い て,次 の よ うに 表 わ す こ とが で き る で あ ろ う:

t・(x)・・
-i,R(ti・…)π(x・0')一 ∫K伽)π(・ ∫・)a・・

た だ し,Kはintegraloperatorで,

K(θ ・,τ)εL2,

π(x;τ)`L2.

も し連 続 函 数K(θo,τ)が,

∫K,'・(θ ・・τ)ψ(Xl・)4・ 一 ・f・ ・ …tg

6㊦

㈲

ただ し,ψ(鍔 τ)は τ関 して 無限 回微 分 可能 を 満 足すれ ば,π(鰐 τ)が τ一θ・

に お い て ん 回微 分可 能 な場合,次 の 関 係が 導 か れ るで あ ろ う:

∫K(・ …)π(万 ノ・)a・一∫ 急 逆(・-e・)π(xノ ・)a・

==E]aiD(i)π(x;θ 。),68

i=O

た だ し,ai,σ 一1,2,一.,h),は 適 当 な 定 数,δ はDiracの δ"汎 函 数",

Dはdifferentialoperatorで,

D・i)・・(xrOo)一 ♂ π1ぎ τ)1
。=。Oo.69

上 の ことか ら,本 節 で 述 べ た 条件 が 満 足 され る場合,6Dに よ ってhnear

operatorRを 定 義 す るのは 妥 当 と い え よ う。(な お,本 節 で 論 議 し た
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generalizedfunctionま た はdistribu七ionに つ い て は,た と え ば,Zemanian

[13コ を 参 照 。)

わ れ わ れ は,次 の 機 会 に こ こ で 展 開 した 理 論 を 具 体 的 な い くつ か の 分 布 に

適 用 してminimumvarianceunbiasedestimatorsを 求 め る こ とに し ょ う。

さ らに,パ ラ メ ー タ ー が 一 つ 以 上 の 場 合 に,こ こ で の 理 論 を 拡 張 す る こ とに

し ょ う。(1967年5月30日)
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