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〈 研 究 ノ ー ト〉

最小分散不偏推定量 に

ついての一考察

竹 内 清

1

この ノー トは竹 内[4]に 続 くもの で あ り,既 に導 いた 最 小 分散 不 偏推 定 量

に つ い て の線 型 作 用 素(linearoPerator)に 関す る一般 理 論 を,若 干 の具 体

例 に適 用 してみ た もの で あ る。 今 回は 特 に積 分作 用 素(integraloperator)

につ い てみ る ことにす る。

比 較 の意 味 で,ま ず わ れ わ れ に周 知 のCram6r-Raoの 不 等式 を 出発 点 と し

て,そ れ が どの よ うな場 合 に 等号 が成 立 して 最 小 分散 推 定 量 が 求 め られ るの

か,ま たそ れ は十 分統 計 量 と どの よ うな関 係 に あ るのか を概 観 す る ことにす

る(こ れ に つ い ては,た とえば,PoMaHoEcK曲[3],Ho99&Craig[1]を

参 照)。

さて,κ1,κ2,…,x、1は そ れ ぞ れ 確 率 密 度 関 数f〈x・ θ)を もった独 立 な確 率

変 数 と しよ う。'ただ し,θE2で,2は パ ラメ ー ター空間 。t(x1,」t2,…,〃 、)

を θ の推 定 量 と し,

Ee[tコ=θ 十b(θ)(1)

が成 り立 つ もの とす る。 た だ し,う くの は 推 定 量'の 偏 りで θの 微 分可 能 な

関 数 とす る。 次 の よ うな一 定 の 正 則条 件 が 成 り立 つ もの とす る:

(i)ほ とん どす べ て のxに 対 して,δL/∂ θ は すべ て の θE2に 対 して

存在 す る。 た だ し,L・-L(X,の は 尤 度 関 数 。
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(ii)sc
-… ∫1..L(x・ θ)ax・ …dXn

-∫=
..… ∫1..畜L(x・ θ)ax・ …dx・ ・

(iii)す べ て の θE2に 対 して

E[∂109]し(.X,θ
∂θ)]2>・ ・

(iv)畜 ∫=
..… ∫ ン(Xl・ … ・Xn)L(x・ θ)dx・ …dXrtt

-∫=

..…rco'(Xl・ … ・x・・)∂L篇 θ)dXl…dx・ ・

上 の 諸条 件 が成 り立 つ 場 合,す べ て の θE9に 対 して次 のCram6r-Raoの

不 等 式 が成 立す る:

岡 那 町 ≧禧 華)ヱ ②

上 の(2)の 不 等式 の右 辺 は 次 の よ うに も書 け る こ とは 容 易 に 分 るで あ ろ う:

[1十b'(θ)〕2_[1十1メ(θ)]2

nEL∂bg診%θ)]2E[∂109]L(x,0
∂θ)]2

[1+ゐ'(θ)]2(3)

E[62'o㍉ 羨(%θ 】]
.

も しtが 不 偏 推 定 量 で あ る場 合,b(の 一〇 で あ るか ら,(2)の 不 等式 の右 辺

の 分子 は1に な り

却 コ河 亟 輕)了 ω

が導 か れ るo

と ころ でCram6r-Raoの 不 等式 に お い て等 号 の成 立 す る場 合,す なわ ち,

Cram6r-Raoの 下 限 が 達成 され るた め の条 件 は ど うな るで あ ろ うか 。
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i=1∂ θ

_÷10」(Xi,θ)_∂1・gL(x・ θ)
i会1ノ(Xi,θ) ∂θ ∂θ

と お い た 場 合,φ が'に 関 して 線 型,す な わ ち,

φ一 発 ∂logf(X・ ・の

φ・一 ∂109詣(x・ の 一A(θ)t(x1,…,Xn)+B(θ)

一89一

)5(

)6(

と 表 わ さ れ,か つt・ ・t(Xi,…,Xn),Y2・=x2,…,Y。=〃 。 と 変 換 し た と き

ノ(xI,…,κniθ)=プ(tlθ)ノ(夕2,…,Ynit,θ)(7)

に お い て,プ(Pt2,…,V。,lt,θ)が θ に 依 存 し な い と き に 限 っ て,Cram6r-Rao

の 不 等 式 に お け る 等 号 が 成 立 す る 。 す な わ ち,≠ は 十 分 統 計 量 で あ る ζ と に

な る。

なお,(6)式 は次 の よ うに も表わ され るであ ろ う:

φ・一∂lo9藷(%θL一 矯 ・(8>

た だ し,λ(の は θ に 依 存 す るか も しれ な い が 彦に は 依 存 せ ず,ま た ≠は 不

偏 推 定 量 で あ る。 な お(8)の 関 係 式 か ら

Var[tコ=λ(θ)(9)

な る こ と が 導 か れ る。

(6)か ら次 の 関 係 が 導 か れ る 。

L(x,の=・emp[A*(θ)t(Xl ,_,Xn)十B*(θ)十R(〃1,_,Xn)],⑩

た だ し,

A*(θ)=一 ∫A(θ)aθ

R(の

B*(の 一 ∫B(のa・

R(の

で,R(Xl,_,Xn)はXl,…,x,tの あ る 関 数 。 す な わ ち,こ れ はDarmois-

Koopmanの 定 理 で あ る 。

次 に 完 備 十 分 統 計 量(comPletesufficientstatistic)を 導 入 す る と,次 の
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結 果 が 導 か れ る。 す なわ ち,彪 ∫(の を θ に 対 す る 完 備 十 分統 計量 とす る

と,各 推 定 可 能 関 数(estimablefunction)9(の は,一 一様 最 小 分 数 不 偏推 定

量(uniformlyminimumvarianceunbiasedestimator)で 推 定す る こ とが

で き,さ らに このg(の の一 様 最小 分散 不 偏推 定量 は,9(の の一 義 的 な不

偏推 定 量 で あ り,彦 の 関数 で あ る。

次 に 若 干 の具 体 例 に つ い て 以 上 の結 論 を適用 して み よ う。

例1.

平 均 μ,分 散 σ2の 正 規 母集 団N(μ σ2)か らの大 き さnの 無作 為 標 本 を

考 え る。 σ2は 既 知 とす る。 尤度 関 数L(x,μ)は 次 の よ うに な る:

L(瑚 μ)「b
,》 論 グ Σ(繋 ノ・ ⑪

これ か ら

φ一 ∂109毒(x'Pt)一 饗 ⑫

万

とな るの で,xは μ の不 偏 推定 量 に な り,そ の分 散 は σ2/nで あ り,こ れ は

μ の不 偏 推 定 量 の クラ スの 中で 最 小 とな る。 な お,κ は μ の完 備 十 分 統 計

量 で あ るか ら,κ は μ の一 様 最 小 分散 不 偏 推 定 量 とな る。

例2.

例1で,Pt・ ・Oで σ2が 既 知 な る場 合 は

Σ 星_。 ・

ψ一 ∂lo9夢 σ2)一 π2が ⑬

7

とな るの で,ΣXi2/nは σ2の 不 偏推 定 量 とな り,そ の 分散 は2σ4/nと な る。

これ は,σ2の 不 偏推 定 量 の ク ラスの 中 で最 小 で あ る。 なお,Σ 婿/%は σ2の

完 備 十 分統 計 量 とな るの で,こ れ は σ2の 一 様 最 小 分散 不 偏 推 定 量 とな る。

例3.

次 の ガ ンマ ー分布 を考 え よ う。
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f(x)-r(参)θ 〆-16覗 ⑭

θ>0,1う>0,0<x〈oo.

こ こで ρ を 既 知 と仮 定 し よ う。

死

∂bg語 の一4⑮

吻

とな り,矧 ρ は θ の不 偏推 定 量 とな り,そ の 分散 は θ2/砂 とな る。 これ は

θ の不 偏 推 定量 の クラス の 中で 最 小 とな る。 な お κ は θ の十 分統 計量 で あ

り,

E[x/1リコ=・0

.は,剛 クーoの と きだ け妥 当 す るの で,x/Pは θ の完 備 十 分統 計 量 とな り,

剛ρ は θ の一 様 最 小 分散 不備 推 定 量 で あ る ことが導 か れ る。

2

次 に わ れわ れ は,竹 内[4]で 考 察 した積 分作 用 素 を 用 い て 最 小 分散 不 偏 推

定 量 を求 め る こ とに しよ う。

パ ラメ ー タ ー θES2と して,確 率 密 度 ノ(X,θ)の,あ る パ ラメ ー タ ーの値

θ,E・s2に対す る確 率密 度f(x,θo)に 対 す る比 π(x・の を 次 の よ うに定 義 しよ

う:

π(x,θ)=ノ(x,θ)∠ ノ(〃,θo).a⑤

わ れ わ れ は こ こで

π(x,θ)∈L2⑰

を仮 定 す る。 さ て,積 分作 用 素 λを考 え,θ の最 小 分散 不 偏推 定量'*(の を

次 の よ うに表 わ す こ とにす る:

がω 一λπ一 ∫ λ(θo,θ)焔 卿 。鋤

R(の

た だ し,λ(θo,の は 積 分 方 程 式 の 核(kerne1>で,
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2(θ。,θ)∈L2

と仮 定 す る。 問 題 を 具 体 化 す る た め に,以 下 の 例 で は

λ(θ・,θ)一 λ、(θ。)λ2(θ)ag)

とす る 。

な お ⑱ の 関 係 か ら次 式 が 導 か れ る:

t・(x)f(x・e・)=・ ∫2(e…)f(・ ・θ)d・・ ⑳

R(の

次 にt*(x)の 期 待値 な らび に 分 散 は,Fubiniの 定 理 を 利 用 して 以下 の よ

うに 求 め られ る(例 えば,Nieto[2]参 照)。

E[t・(x)]・ ・∫t・(x)f(x…)dx

R(x)

・ 一 ∫ ∫ λ(θo,θ)ノ「(x,θ)燃

R(sc)R(θ)

一 ∫ λ(… θ)aθ∫f(x・ θ)dx

R(のR(m)

一 ∫ λ(θ。,θ)蜘(㊧ ・ ⑳

R(の

上式では,ノ(勘 の が密 度関数で あるか ら

∫f(・ ・θ)dx・=1・
R(m)

なお ∫*(の の分散は次 の よ うに して求 め られ る。

Var[t・(x)]一 ∫t*2(x)f(x・ ・)ax-Pt・(e・)

　くの

==∫,・ ⑦ ∫ λ(e・
・θ)f(x・ ・)aθdx-Pt2(㊧

R(のR(の

一∫糊(∫ 蝋 伽)aθ 一〆(㊧
R(x)R(m)

一 ∫ λ(… θ)μ(θ)dθ一Pt2(㊧ ・e3

R(θ)

以上の結果 を,前 節で考察 した若 干の具体例に応 用 してみ よ う。
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例4.j

まずft・=oで σ2が 既 知 な る正 規 分 布 の場 合 を 考 え よ う。

π納 一毒 ・砂{一劃

においては,尤 度関数は次式 で表わ され る:

五(納一㈲ 蕩 吻 傷 劉 ・

一93-一

⑳

㈱

こ の 場 合,λ(θo,の と して はR(σ2,の と な り,こ れ を 次 の よ うに す る:

λ(σ2,0)=(n-2)θ7e-3/σn,0≦ τ<σ

=O ,τ 〉 σ.

これ はL2に 属 す る こ とは 明 らか で あ る。 また

焔 θ)吻 ド ダ(11θ2
σ2)}

㈱

⑳

もL2に 属す ることは明 らかであ り,わ れわれ のは じめに設定 した仮定 が満

た され る ことに な る。 さて

t・・(x)f(x…)一=(%雰2)(2π)号 ∫;働{一 肇}4θ

一等)μ の ・

した が って

辞⑦ 一鐸 ・

次に'*(の の期待値は

E[t*(x)]・-a-n∫:(n-2)e・'3ae

一歩

⑳

㈱

⑳

か く して,t*(x)=(n--2)/Σx・2は1/a2の 最 小 分 散 不 偏 推 定 量 と な る 。 と

ころで 彦*(の の最 小分 散 は,㈱ か ら次 の よ うに して求 め られ る:
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V・・[t・(x)コー∫:2(…e)μ(のdθ 一μ(・・)

・.o-n∫:(-2)殊49一 毒

@-2)ll

(n-4)σ4σ4

21
　ヨ 　 　へ

η 一4σ4
⑳

例5.

ガ ソ マ ー分 布

1
ノ(の=r(多)E・i7x''"e-"1"⑳

θ>0,」 ク>0,0<x<○ ○,

を 考 え よ う。 ρ は 既 知 とす る。 尤 度 関 数 は

L(X・ θ)=φ1(Aろ2う)θ 一nPe『nPtle⑬3

と な る が,φ 、(夙 少)は θ に 依 存 しな い 関 数 とす る 。 こ こで え(θ,τ)と し て

は 次 の も の を 考 え よ う:

え(…)一 鯉 誹!哩 ・・≦θ・

=O,τ 〉 θ.

2(θ,τ)EL2で,ま た

π(%・)一(舌)凋 一痂(÷一÷)}

もL2に 属 す る こ とは 明 らか 。 さて

'w(x・ θ)一 ∫:(砂 夢P-2∫(融

・ 一@P-1)φ ・(X,p)e-np∫:T-・ θ一…1・aT

_砂;1ノ(x,θ).
り¢κ

⑬の

㈱
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し た が っ て

t・(.)..n2;1.
り¢ル

次 に'*(の の期 待 値 と分 散 を求 め よ う。

E[嘲 一∫讐 需鴨 ・

一か

一95一

⑳

㈱

した が って,(nP--1)/nxは1/θ の不 偏 推 定 量 とな る。 そ の最 小 分 散 は

鰍 ⑦]一∫1讐 霧岬 ・÷砺 毒

mp-11

(砂 一2)θ202

11
-・ 一一.⑬9

(mp-2) θ2

前 節の例1の 場合 には,微 分作用素を用 いて,μ の最小分散不偏推定量を

求め ることがで きるが,微 分作 用素を用 いて最小分散不偏推定量 を求め る問

題は別の機会 にゆず ることにす る。

以上の結果 か らも分 る よ うに,わ れわれ の線型作用素 を用いて求めた最小

分散 不偏推定量は,一 一般 にRao-Cram6rの 下限 よ りは 小 さ くない分散 を も

つ ことにな る。 これは 問題の定式 化の差に帰 因す る ものであ る。
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