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この小論で はSamuelsonの あ る種 の予想(の ちに,S・c。ni・ctureと よばれ る)が,

戸島[3]に 沿 った展開 に よって,厳 密 に証明 され ることを示す。 なお,こ の分析 の副産

物 と して,(1)2財 に 関す るnon-jointproductionの 新 しい必要条 件,(2)経 済mode且

の数学 的定式 化に関す るひ とつの教訓,が え られ る。 なお,補 論 は本質 的には戸 島[3]

と同 じであ るが,形 式 的展開 方法が こち らの方が よ り一般的で,か つ見 通 しが よ くな っ

てい る。

Samuelson[2コ はtwo-sectormode】 のcanonica】versionを 呈示 してい るが,そ

の記述 にはか な り省略 があ るので,以 下で は,そ れ らを補 うと共に,多 少,記 号 もか え

てあ らわす ことに したい。い ま,資 本財 の耐 久性が無限大で あ ると仮定すれ ば,産 出物

がhomogeneousで あ る場合,生 産 の技術的 関係を

(1)左+C-F(KL)-LF({罫1)≡Lf(k)

とい う生産 関数であ らわす ことがで き る。 ここで,Cは 消費財 産 出量,Kは 資本量,L

は労働量 をあ らわ し,h… τ で あ る。産 出物がheterogeneousで あ る時 は,(1)は

(・)k-F(c・K・L)-LF(号 ・チ1)-L綱

とい う形 を と る こ と に な る。 以 下,(2)はjoint-productionを 含 ま な いtwo-sector

mode1と 考 え て 行 く こ とにす る。(2)はproduction-possibiljtyfrontier(P-PF)を

あ らわ す 。 限 界 転形 率 で 評価 され たP-PF上 の 国 民 所 得 は

K十(-Fユ)C

で あ る。Keynes流 の 貯 蓄 関 数 を考 え れ ば

(3)K==5(」K十(-Fl)C)

が 需 給 均 衡 を 示 す 。 こ こで,sは 貯 蓄 率 で 一 定 とす る。 ㈲ をか きか え れ ば
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(・!ノ(c・k)+P・f・(c,h)一 ・(β 一1三
、)

とな諭 とよつて,五≦誓,壕 ん一募 諏 部 知嶽 である.

また,f(c,0)≧0,ノKO,丑>0,fcc<0,fkk〈Oで,か つ,fは 連 続2回 微 分 可 能 と仮

定 す る。 さ て

E(ら 々)=∫(ら ん)+β6/c(o,k)

とお け ば

五(0,k)=・f(0,k)>O,

(5)
E(`㈹,k)==βc(k)fc(c(k),k)<0

が な り立 つ 。こ こでC(h)は

O=f(c,k)

の 解 で あ る。c㈹ が 存 在 す る こ とはfの 性 質 か らあ き らか で あ る。{5)に よ り,任 意 の

h≧oに 対 して,(4)を 満 足 す るcは 必 ず 存 在 す る。 そ のcを

c=c(h)

とか く こ とに しよ う。

∂E

1蚕ε『=(1+β)ノ ㌦+βoプ～c〈0

で あ るか ら,任 意 のhに 対 す るc㈹ はuniqueで あ る。 さ らに,imp】icitfunction

の存 在 定 理 に よ り,C(h)は 微 分 可 能 で

(・)姻÷ 一{器㍉ 綜 翫

とな る。 い ま.capitalintensityhypothesisカ'1な り立 って い る とす れ ば,す なわ ち,

秘,島 を それ ぞ れ 消 費 財 部 門 の 資 本 集 約 度,投 資 財 部 門 の 資 本 集 約 度 と して,馬 〉砺 と

な って い る とす れ ば,f・k'>oと な る ことは,後 述 の 補 論 に よ って 証 明 され る。 ゆ え に,

この時 は,{6)か ら,〆 ㈹>0と な る。

さ て,一 般 に,hの 変 化 は,(2)か ら

(7)h=f(c,k)-rk

とい う微 分 方程 式 で あ らわ され る。 こ こで,nは 労 働 の 成 長 率 で あ る。 よ って.golden

-ag6equilibriumで は

f(c(h),h)(8)0=∫(6(k),h)-nhor =π
ん
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がな り立た なけれ ば な らない。 い ま,(8)を 満足す るhが 存 在す るもの と 仮定 して,

それ をh・ とす る.h・ は 丞 響 馬 ・蝋 少関数 な らeX'uniqu・ で ある.こ の こと

の 十 分 条 件 はcaPitalintensityhypotl.esisが な り立 つ こ と で あ る 。 実 際,こ の 時

は,前 述 の よ うに,ノ ・iC>0,c'(h)>0が な り立 つ 。 と こ ろ で,こ こで,Samuelsonは

礫)は ・が一定に保たれているな らば んと共に減少するか ら,ん と共に ・が増

加 す るな ら,こ れ は 一 層減 少 す る」([2,p.221コ)と 述 べ て 証 明 にか え て い る。 以 下,

このSamuelsonの 命題 をS・G。niectur。 と よぶ こ とに し よ う。S・c。"i。ctur・ の 前 段 の

部 分 は

∂(f(c,h)々一一)五 々
一ノ

∂k==ht<0

と な る こ とを 言 って い る。 これは 容 易 に 証 明す る こ とが で き る。 す なわ ち,仮 定 に よ

り,f(e,0)≧0,か つ,却 く0で あ るか ら,あ る0<〃 〈1に 対 して

(9)f(c,k)==.ズ(c,0)十 ノk(c,e為)k≧fk(c,θ 為)k>ノ 弛(c,h)k

が な り立 つ ことか らあ き らか で あ る。 こ こで 注 意 しな けれ ば な らな い の は,(9)はCを

固 定 した 時 に の み な り立 つ 関 係 で あ って,Cをhの 関数 と考 え た 時 には,も は や(9)は

な り立 つ とは 限 らな い とい う こ とで あ る。 さて,S-c。ftiectureの 後 段 の 部分 は

⑩dσ(c㈹,h伽))一 世o顎 為)獲 五一一 σ一匁 一〇塾

の符号 を問題 と してい る。 まず,-6ノ 沸>0は 仮 定 とcapitalintensityhypothesis

か らあ き らかで あ る。 つ ぎに,f-fkh>oが(9)か らな り立つ とい う推 論をすすめ たい と

ころであ るが,上 述 の注意 に従 って,こ の場 合はOは 固定 され てい ないか ら,(9)は 必

ず しもな り立た ない。 しか し,s・c。ni●ctureの 後段 の部分は前 段 を根 拠に してい るので

あ るか ら,あ き らか に,こ の誤 った推 論を適用 して ⑳ の符号 が負 にな るもの と結論 し

てい るよ うに思 われ る。 ここで は,正 しくは,〈6)を 使 って

d(ノてo(た),hん))(f
-f、k)-c7i-k

融h2

一嘉 ・

(1+β)素+P、fcc{ノb(x・o+f,h-f)+(婦 一婦)ch-ffccc}

を導 かなければ な らない ので あ る。 ここで,後 述 の補論 に よって証 明 され る ように
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fccfk-fcOfc>oifandonlyiffciC>0

が な り立 つ か ら,⑩ の符 号 は 負 とな る。 この 結 果 は.戸 島 ・若 林[4コ のlemma9で

Sω=S,=Sと お い た場 合 に相 当 して い るが,戸 島 ・若 林 は

⑱C=F(K;K,L)

とい うP-PFか ら出 発 した の に対 して,SamuelsonのP-PFは(2)の 形 を と って い

る。(2)と ⑬ の 違 い は 左 辺 をKと して い るか 又 はCに して い るか とい う単 な る形 式 上

の 相 違 ば か りで は な い 。 な ぜ な ら,lemma9の 結 果 はtwo-sectormodeIを 必 ず し も

前 提 に して い な い(す な わ ち,joint-productionを 含 んで も よい)が,⑩ の符 号 が 負

に な る こ とを 導 くにはtwo-sectormodelを 前 提 に しな け れ ば な らな い か らで あ る。 そ

こで.こ の こ との教 訓 は,経 済modelと して のimplicatjonが 同 じmodg1が い くつ

か あ る時 に,ど のformulationを と るか に よ って 結 論 の 一 般 性 にか な りの 違 い が で て

くる可 能 性 が あ る とい う こ とで あ ろ う。

補 論2部 門mod●1のP・PFに つい て

経 済 はheterogeneousな 財 を生 産 す る2つ の 部 門(こ れ をx財 部 門 とy財 部 門 と よ

ぶ)か らな る と考 え,お の お の

x=Gx(K'x,Ly),

(裕1)
Y=Gr(Kr,LF)

とい う生 産 関 数 に 従 って 生 産 が 行 な わ れ る もの とす る。 こ こで

XX財 部 門 の 産 出量,

Yy財 部 門 の 産 出量,

Kx,L-… …X財 部 門 の 資 本 量 と労働 量,

Ky,Ly… …y財 部 門 の 資 本量 と労働 量

で あ る。 また,G-,Gyは つ ぎ の条 件 を み た す もの とす る。

Gx(2Kr,2・L.y')=λGκ(Kv,Ll),

(補 一2)fora112)O
Gv(Mr,λLy)=λGy(K・,Ly),

∂Gx ∂Gy

∂Kx>o・ 一諏7>o・(補
一3)

∂2Gx ∂2Gy

∂κx2<0・ ∂K。 ・<0・
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資本 と労働は非 弾力的に供給 され る もの とし,か つ,そ れ らの 存在量 はそれぞれK,L

であ り,さ らに,完 全雇傭が 前提 され るとす れば

(補一4)1(疋 十Kゼ=・κL.t'十Lγ==L

で あ る。 い ま

ん一至,尻 一警,砺 一髪 二・8(h)・Gx(告,1)
,

9・・,(h・)-G・(磐,1),乙 一与 ん一皇,・ 一誉,ア ー釜

と お け ば,(・ 補一2)に よ っ て,(補 一1),(補 一3),(補4)は そ れ ぞ れ つ ぎ の よ うに か き か

え る こ とが で き る。

x=g、(h,,),

(補 一5)

ツ=8y(k,),

8〆(k、t)>O,9yt(k.)>0,

(補 一6)

8〆 ノ(h)くO,9v'"(h.)〈0,

(補 一7)1,.hx+lthy=k,lx+lv=1.

こ こ で,(補 一5),(補 一7)お よ び

(補 一8)hx,hy,1,1,t≧0

を 拘 束 条 件 と し て,ッ を 最 大 に す る こ と を 考 え て み よ う。 す な わ ち

maxツ

S.t.

1,・gg(ゐ」)=γ,

(補 一9)」 ∬乱(hl)==x,

ら 砺 十 ら妬=ん,

lx十 ら=1,

y,k,h,1・,lir≧0

と い う最 大 値 問 題 を 考 え る 。 た だ し,こ の 問 題 で,xとhは 所 与 とす る 。(補 一5),(補 一

7),(補 一8)を み た す(y,k,h,lx,1)の 集 合 は 有 界 で,非 負 のx,hに 対 して 閉 に な

る か ら,yに 最 大 値 が 存 在 す る こ と は あ き ら か で あ る 。 以 下,簡 単 化 の た め にcorner

maximumが 起 ら な い と 仮 定 し よ う。 よ っ て,最 大 値 の 必 要 条 件 か ら

L(ア,h.e,h ..,,1,ly;P1,P2,Pu,丸)=ツ 十Pi(1・ygv-'or)

十lt),,(lt9-x)十P3(k-1,.h.,,-lyhsノ)十P4(1-lx-ly)
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とい うLagrangeanJormの1次 偏 導 関 数 が す べ て0に な る,す な わ ち,、 」:t'・:・

∂L∂L∂L∂L∂L∂L∂L∂L:δL
(裕10)『 ∂ツ=-ifi'i;=∂h

y=∂ らr可=研=∂ ル 流r蛎=O

が な り立 つ あ る(y,hx,砺,1.t:,ly,Pi,P2,あ,P4)が 存 在 す る。(補 一10)を 実 際 に 計 算

して 適 当 に か きか え れ ば 、 ・

(補 一11)瓦(y.hx,砺,嘱1〃"i航 た)=0(i=1,2,3,4,5)

と な る 。 た だ し.l

Fl=y-1・ygy(hy),
、

F2=x-lxga:(hx),

Fs=h--lxk。'-lyhy,

瓦=1一 ら 一 」写,

瓦 一畿}+(9x(璽 ≧_h8
x'(h.t,))

で あ る。(補 一11)のJacobianノ は

(8,/)(9x)2

とな る。 こ こで

A....tt・9y."B=」 製 己(

9・)i(9y')L'

rlOOO

l-lygy'0-1〃0

ノ=:0-lxgxノ ーlxO

…-9,・-h,-1
　

ko-9。 一一k.-1

===_1"(9asノ)3ξ 〃28〃"+1〃(豊 〃'1)39=St29「tst「>o

ノ

0

浸

B

O

O

で あ る。 そ こ で,implicitfunctionの 存 在 定 理 に よ り,(補 一lDを 満 足 す る

(補 一12)y=fてx,h)

(補 一13)F"h。=hpt'(x,h),kv=kッ(.v,k),:幽:㌧

(補 一14)1・ ・=ls(x,ん),ん=1り(x,ん)・%

と い う5個 の 連 続 関 数 が 存 在 す る 。 しか も,こ れ らは 微 分 可 能 で4

∂坊 ∂ツ ∂乃 ∂ん訪 ∂乃 ∂砺 ∂Eノ ∂ら ∂Fjδ 」7∂Ei

万+∂ ア蕊+轟 一評+砺 万 一†砺 ∂・+砺 ∂巧o・
(補 一15)

誓+誓 器+藷 箒+鶉 籍+釜 票+舞 纂 一・



Two-SectorCanonicalMode】 に つ い て(戸 島)-13-

O'一■1,2,3,4,5)

が な り立 つ 。y=constantと す れ ば,(補 一15)か ら

9,01,9,'or薯 一 〇・

41田k

v砺lvl"π1

融

㌣

・ ・-A-B舎 ・.

orD ..v=a

と な る。 同 様 に,x=・constantと す れ ば

09mOlmgm'

hykxんlx

(補 一17)1100

00-A一8

0rD2X=α

と な る 。 ま た,h=constantと す れ ば

09mO

kykxlvlx

(補 一18)1100

00-A'-B

orDtツ==b

41v・
　読 『

亘 璽

盈

盈 ッ層
層一識一

融"

融

0

1

0

0

恥詞 薯 ＼1雪"{

dl..　 ご

窟疲 ・"・…0'

幽 塾o伽
幽Ol
伽

がえ られ る。 容易にた しかめ られ る よ うに:・ ・t

d・・D・遜 璽 識 鯉 卑<・ ・

d・tD・一一巫ぜ 灘 藷鱒 置 〉・1

で あ る か ら,1)1,D2はnon-singularで あ る 。・よ っ て,D,."1,D2'1が 存 在 す る。 そ こ
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で,y=constantの 時 は

(補 一一19)x=Di'ia,

x=constantの 時 は

(補 一20)ッ=D2'ia,

h=constantの 時 は

(補 一21)ツ=D2-1δ

が え られ る。 い ま,(補 一19),(補 一20),(補 一21)を 実 際 に 計 算 す れ ば,つ ぎ の結 果 を う

る。 まず,y=constantの 時 は

薯 一.-lv(9。')・9。9。'gOft

dl"

πIV(9V')Sgmgas'9m"

(補 一22)=Q

薯(9・')・9・9・'9・"9v

舎(8の ・9y・9、〃
,

x=constantの 時 は

薯 ら(8.e)鴇 梱

釜 一ら(翫)編副
(補 一23)=Q

舎(8y)・ 紺

告(9r)廊 鋤 勧,

h=constantの 時 は

隈 「一{ly(9v)3gxgx'+!・(9,一)駒8ガ8の

釜1,(9ut):ig・ ・9・'+lt(9・')・g。.9,・9viti

(補 一一24)薯==Q

(9,・)39.g."(hti-hx)1

!laf'・
,(9・e・)・9・9・'9・ ・t(ゐ・一 んの

と な る。 こ こで

1Q
=

lv(9v')ng.29x"+ら(9x')39v29y"
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で あ る 。(補 一15)か ら

筈一鰯 砦+購 ,

器 ん瞭+購
で あ るか ら,(補 一23)と(補 一24)を 使 え ば

(tS-25)袈 一一{}
,

(補一26)慕 雪

が え られ る。(補 一25),(補 一26)とimplicitfunctionの 存 在 定 理 に よ り

(補27)割 一一講 一9xt

y=constant

で あ る。 さ らに,(補 一24),(補 一25)か ら

(補.28)磐 一Q(9,')・9Tttg?1'(為 ゾ ん.)・,
O北 ♂

(補 一23),(補 一26)か ら

(補 一29)誰 一Q(9・ ・')・g…'9vt'g,2,

(補 一23),(補 一25)か ら

(補 一・・)轟 一Q(9・,)・9…9・.・9・v(h・-hr),

(補一22),(補 一27)か ら

㈱)需1-Q(gi)39xttgyttg?12

C=eonstant

がえられる。記号を通例に従って

fx一募,轟 一器,伽 一霧,炉1峯,海 一謙

と定 義 す れ ば,(補 一6),(補 一25),(補 一26),(補 一28),(補 一29),(補 一30)か ら

(補 一32)fm〈0,

(補 一33)ノ 先>0,

(補 一34)fua<0,

(補 一35)ノ 晃㌃<0,
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(補 一36)海 ≦oifandonlyifhv>〈kx

と な る 。 ま た

(補 一37)fmmfkic-fmle2=Qg.x'「8vtノ(9yノ)3(ky・-hm)2Qgm"9y"(9y')39m2

-(Qgm"9y"翫(砺 一ke))2=0
,

(補 一38)f涛kfb-fxkf、=-Qg〃,'9x"(9y')39・ 。9y>0,

(補 一39)ん 轟 一乃 透=-Q8ン"8r."(8y)38y(hy-h7)〉 〈O

ifandonlyifley>〈kx

が え られ る。(補 一36)と(補 一39)を あ わ せ れ ば

(補 一40)厩 ん 一f,・.ノkoifandonlyifノ ≧蔭0

で あ る 。 さ ら に,(補 一38),(補 一39)か ら

(嗣 ∂(i/'i-一・k)一一Qg。"9,"(9。)ig,9,'9.〈 。,

轍)∂(;傷LQ細(9x,)緬(砺 一妬)≦。
o濯

ifandonlyifhy>〈hy

が え られ る。 そ こで

互←畿 需迦一些麹2+ぞ(盗1
融 梛 ∂ん

=Qgx"g〃"(9田)09y8〃{9Pt+λ(砺 一hx)}

で あ る。 λ>0か つ 勺 一妬>0な ら

9x十 λ(hv一 妬)>0

で あ る。 また,砺 一妬<0で あ っ て も

(補 一43)9x[hx(えh,hコ=λ 一トδ(λ>0,δ ≧0)

に解k*>0が 存 在 す る な らば,(補 一11)に よ り.h*に お い て

・〈ll;9・-9・+9・'(k・-hx)≦ 翫+λ(砺 一砺)

が な り立つ。ゆ えに,(補 一43)に 解h*が 存在すれば

a←鍛Bう
疏 <0(λ>0)

滝=乱*
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とな る。

さて,こ こで,x財 部 門 を 消 費 財 部 門,y,財 部 門 を 投 資 財部 門 と して,suffixを そ れ

ぞれc,iと す れ ば,(補 。36)は

ノ醜≦oifandonlyifh・i>〈kc

とな る。 よ っ て,編 〉規 とな って い る とす れ ば

舟>0

とな る。 また,(補 一40)は

fteefc-feeft>〈Oifandonlyifノ 魂≦0

とな る。 す な わ ち,f・k>0で あ る必 要 か つ十 分 条 件 は

feefi'-fteefe>0

が な り立 つ こ とで あ る。 これ で 本 論 で 残 され た 命 題 が 証 明 され た 。

な お,(補 一37),(補 一38)はnon-jointProductionの 必 要 条 件 で あ る。(補 一37)は

す で にSamuelson[1]が 指 摘 して い る 関 係で あ るが,(補 一38)は 新 しい 条 件 で あ る こ

とを 注 意 して お こ う。

引 用 文 献

田Samuelson,P.A.,``TheFundamentalSingularityTheoremforNon・JointProduc・

tion,"1nternationalEconornicReviezv,VoL7,No,1(January1966),PP.34卿41。

【2}Samuelson,P.A.,　 IndeterminancyofDevelopmentinaHeterogeneous・Capital

ModelwithConstantSavingPropensity,"inK.Shell(ed,by),EssaysontfieTheory

げO♪timalEconomicGrozvth,Cambridge=MITPress,1967,pp.219..231.

【3】 戸 島 熈,「2部 門modelのProduction・PossibilityFrontierに つ い て 」 ・商 学 討 究.

第19巻 第2号(1968年9月),PP.47-00.

【4】 戸 島 熈 ・若 林 信 夫,rJointProductionを 含 むNeo・ClassicalGrowtk(2)J商 学 討

究,第21巻 第1号(1970年7月),pp.27-41.




