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where QT = N COV(p) = diag(πT)-πTπT is the N times the covariance 

matrix of the vector p of the sample proportions of 2n response pa抗ernswith 

ETα。(p)ニπT，
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The fol1owing expressions and similar ones using partial derivatives of αo 

with respect toπT ， in form， wi11 also be used (see Ogasawara， 2009): 
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(a.2) The second asymptotic cumulant 
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商　学　討　究　第64巻　第４号112

+2Nn[yJl){ET(lf)12川 ')yZ)+ET(lJl)lrmT)yZ)+ET(lJl)Y22)fIY2))
(A) 

+ET(昭)12地りyJ:)+E叫T(l，ω叫l4qJ;:刈l)l4J?アLl.LI.alω削αωlり+E叫T(lqJ;:)yι;rrr?アケA剖叫l
+Y.ιddJ:r:?) { E T (Ul4々rJrrr円L¥.lア汁Iり河刈可)1叱I巳;?アρ山3勾)ハ『川) + ET (l~町rr;rrr円Ll. lア川lη河刈)114;アケa勾削'川) +ETU.ω叫l4々Jど?川:2勾削)μ'I ;:: ) ) 
-n吋δλ41叫。 /δα。')IrEu。(lmfl))}on(nlN1) 

P' '(A) 

(the above terms are defined as Terms (7) to (16)). 
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(A) 0-P' '¥ UUn 

¥--u ノOp(N-1I2)

×[mll(幻)ω +m(且~M_l!2.J~1~ (~_1/2\ ， 21~1~ (""，_1i 2\1~11~) fM-li2，] '/) {M-1i2;u-li2¥ } Op(n-1I2)θ'oOp(N-1/2) ， '''Op(N-l/2).&00p(n-l/2)'~.&oOp(n-l!2/&oOp(N-l/2)J Op(n一1/2N-1/2) 
(A) 

m ，8(γ;2))zr1nB(yr)l 
=nc州18JM)ープァQanA&，α+λOーァァQαの

oα。 υνυoα。 υ
I~ ( グム i 8λ&0 1 什円。(γ;2))今
×イE叩|ーで一一|一一ート +2λJ11y 一一斗~Q_ A，，_ 
I '吋 18θピθαハ J 8αIi I UO δαハ日U

L¥ ノ v ) 0(1) 

(the second last term is 0 under m.mふ

Terε釘r削 l川O的ω):M肋i1E旦T(叫lq;γA勾M刷αω州lリ)
{♂21~ 

=Nn組1氾ET[ l~l; η [ I一一一L 一λ九ρ ， I 
i(A) 内Op(n-"")(Ii) l 8θBα--t10αo J '" 
\ノOp(n-"~)

×(I:)l:)-N一lAUqJop(N-1)

1 ( 83ι}  
+~I 内 φ-E叫)| {(rCIC)〈2〉}日川
2l8Bo(8α07u ) U 円(N') oi)今(n一町一112)(A) 
¥ /Op(n山)

f 川 82~_ i r 1 の2(10 ， _1 l 
=ncov|lr，一一」ー|イ一一一」士vec(QT)-A九日ト
l町 θθ108α。'Jl2(8πT')<2.>町 UOJ 

(… 03/" i 
+二ncov|lr， 町円、 Ivec(QIl_) l町 δθ。(8α。γρ) 'U  
where 
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((l) 何 )pη2l2h=nZ」Uι2;{|
内'8θ。(δα。f2 ドt~Qk fCQ) I ~3 8eO l8α。

1 (て~ 8P， _ 82 P， 8P， 82 P， 1 83p， I 8P， 
一ーで1，一 Aω一一一ームー+一一ム一一一---ー 1+一一 九 角 〉ーーム.
庁~-'o' 8α。。θ~8αo 8θ。(8α。fL>) ~δθ。(δα 。 fL> J 8θ。

Term (11): NnET(ば刈l)lral))
月刊1) ..._f1¥_f1¥， ( β2lfJo • i 

= NnET [ l~l~ 一旦--;-(r~I:1~1:) n (，，-112ト-L- | 
T(A) 帆 (n-I12)8αUO  u.o今(N-H")l 8eo8αoT 帆)

¥ /Op (n-1I2) 

×(Ir10ml 
n (N-1I2) 
P'- (A) 

= ncov( l~l) 三LhM:)
l町ノδ的δα。，) αoδα。

Tem(12):NnET(lJJ)yrT) 

いい1) 一 l Fy(l) | 
=λJll)児 Tllni :' 110 • (r~:)I~:) -N-1 A:: l1an ) +一一ーム7(It12)<271α。|δα07αoαoαoαo~ 2 (8α。)十 αα|

= Å~: l) I 8y~，川ヘ =lno 1+~ 川 | - i-ーイ一一一て"tvec(QT)-Aα 刊 ト+一一一一一τvec(Qao)I・o I 8α0' l2 (8πT ')ー Oαo J 2 (8α。')<2> uo/ I 

T而e釘erm削(1日川町3勾η):M肋nE民T(吋l々どrr円lり1可)1昨l附寸:rraρ勺3

=N，¥VnET {んαo'(r~I:1~1:) 00 -~t10ao ，-uo-uo /On(N一112) 
(A) -P 

x[ 2mn ， _._1/2 ， m~ß~ ，，_1I2J~I~ ，_.-1/2， + (m2L ， _.-IJ~占 1)
Op (n-1/2)'''Op (N-1I2)>eoOp(n-l/2) 

， ¥'" JOp(n-l)>eoOp(N-1I2)' 
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2m  n f_- lI2J2~ ， __1!2J~I1~) "，-lI2， + m~l1~ ，，-112， (l~l~ f__l!2J2 Op(n-lI2)θ'oOp (n-1!2).800p (N-lI2) ， ".Op(Nー112) θ'oOp (n-ν2 ) 

2m(3) ，" 1(1) "" 1(111) ，" + m(日 )M-1I2， (l~l~ '.._1!2J2 o p (n-l12). 800p (n-1!2)θ'oOp (N-1I2) ， ". Op (N-1I2) θ'oOp(n-1!2) 

叫L川 )2伐(N_1!2)，n-1(m(且)， lrl))op(NU2)lLJN1/2)(!)
( 831n i日λ|

= [ 2nET80 (ml~~) )18，αORFTO|ーでL ト---tJO ト(A) 'Vo' Vo" Vo UO Uo 1 'vo l 8θOCα。) 8α。|

+nET90(m2)ん。α。'[!叫ん。αo' 

の31n のλ|
2nE叫mlJ:))L叫んoJAJ11MRoiETo|-L卜」ト

1 'vo l 8θ;。α。) 8α| 
2n∞v(mり)，JJJ))λ帆『QJぃ。

where 

j n ( 84leo i 8 n (83leo i 1 +λ~l1)L _ '[!_ ~ E~n I ーで一一|一一一E~n トーァ|人
町町UO UO I .1町18θOδα。J 8α 吋 18θ6) 1 -

3λ~l1)L __ '[! 1 。10 ''''00α。 α。θ。αo' 

L__'[! イEmI _ ~o:o ト kQEEL )]  (日 |θf行 i8λ| 
1 'Vo l 8θ;。α。) 8αl' VoUo Uo VoUo J (，~) 

一… (831n 8ln i 
ncov(mへの=ncovl _ :~ーユ|l 8可'θf)o)was mentionedωlier 

Term (附 NnET(可lru)
ニ NnET{ 1~11~) fw1l2Jmn f..-li2J~地l)U2m+m(AAGL1/l(l)。'oOp(N-1I2) l". Op (n-1i2). (JoOp (n-1i2 N-1I2) ， ". Op (n-1I2 N-1I2)θ'oOp (nν2) ， 

21(l) ν24AMl)山山]}， 
lioOp(n-U~) 1i00p(n-U~N-U~) 

where 
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= NnEr(々 wrl))

I .... (日2t i 
=NnETi rl) ーωm l|-4τ-kdj|(IM)O Nd I "eoOp(N-112)".Op(n-l/2) I òθooa ，、\~ UOIUO /Op(N-1I2) r 

1¥ 1 op (n-"") 

( o2I i 
= ncovl m‘一一 VO ー Ift.A"，.
I .δ鳥θα。') "0 "0"0 wnn 

f ♂2工 i _1~_ _ 61 1 (Op，_i2 1 o2p，.1 
m州 m，一一ヶ l=n-1I九QTk I~一一 I ~1: I +一一斗
l uuuu l|R2lθθ p， δθ~ I VVOV"'o ) k=1 P(Q) I ¥o  ) 1 k VVO I 

一一+一一 ) 
x[兵一山町 1 o2 

f庁fQ¢;B向Bα肌 1弓1Q仏IkO向B勾α0

NnEr(々l)m山昭))
I .... (月3ιi

=M肋nE叫r1 似川| 否夜E布な:プ一Ere.刊明0偽'0(-) I (σr町叩;r引仇川?7川川I見町;r?)O匂p川 l;ル:LLLLLんpバ山川(οF
|¥ 10匂'p(何nυμ4勺

(... o3I i 
= ncovll~lヘーでこ_0 10_ An 
I VO-θθOδα。') U.O Vo u. 

2Nj肋'nE叫r(叫々rIT々rA勾州a叫叫吋lけり)う)ニ 2Nj肋nE叫r{ 1出;刀ηt?1:〉〉(仰『川N-一
(A)υ p~- -up(n _._) 

f丹2ι1
×|--1っ-Aeα，1 (r~I;I~り}l oeoouo' "eouo J 川

Oαo qw-U2)(A) 
¥ 10p(n-"") 

f の2L
=2ncovMIL--JL-|QL 
l吋 rθθ。θα') Uo Vo u 

Tem(15):NnET(lrw 
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= NnET [ 1~1-，~) fM~ I!2\ ~盟(r~I!I~:t fM~112\ ~ {叫l)，(l(1))211、
且 (A)tJoUp(N ".) Iδαo'-o}O竹(N，.) l' VO 吋 Up(n') (A) 

(1、 (11、Bγ(2)
= {nET仇(mlO)，引って」7QJθα.
υoα  

Term (16): 

日λー1'1ハ 日λー1nn叫オナIC河川(ICf))=刊誌ナ仰いo

ρ(且b)

(a.2.3)ρH2 

=N21Eu。{(q(22)i)2+241)NMC)lυ (N~')/ 'OD(N~"~) ρ (N~') 

+2qy)N fzqy)日}]nfM~2\-(β'1( 1-， ))2 
'p (N~1!2) '1 Op(N~3!2) J JO(N~2) 

=N2[EM{((yhr)+yJJrbl)+yrT1川一1/
(A) . (8) 

+2(yJJr))o川イバ)'lr)+yJJr川 +yJfT九ρ 1) 
+2(yJ:)lJf1川 11ポバ)fl:刈 +y:)711K2)+y;?mlf)

+yJl)lJfbl)+yJj%jAbl)+yJf1アサ _IN~3!2) ! 
D(N~O'~) 

p ，- '(8) (A)0(N~2) 

一(β'1(1-，))2 

=N2 [ Y叫バ昨;:r:?)'唱ETUOα叫o(οI;rrr:プケ?臼問2)叱I4;:rγr:アI-，b2)幻問州川2勾叩)ハ勺')yιy~~)+ (rιべ川;;r:?))y2 E旦TαUo{パ{(ωl4Jrr:アケ占幼刷bl刊1りγ)
(A) 

十九。{(yrTγ}+2d)'Eu。(lfr川yJ:)
+2yf)?ETαハ(172)yr%叫)+2yJl)ETdlrbvr%Aり]

(A) 

(the above results are defined as Terms (1) to (6)) 

+ 2 N 2 1 4 ) E T α 。{ ( lr 1 ) l r N ) 叫)+E 叫lGr;どrr:アアIりT)
+ ETu， (1~~ 1)r~~1)I~~り}/)( M-2， ] iαo ，-(10 町内 0(N~2) 
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十2N2iyl){Eu。(lrl)IF3)?)ば)+EU47可叫)川)

+Eu。(121)Y22)1r))+EUlrl)lifbvi)

+E叫Tuo叫α町oパ(l~，々;rrffl川j吋A劫b剖吋l
(the above results except一(βJA))2Medehed as TErms (7)to(15))・

Te釘rm州m(υ1):N2E 川叫(什I:rr臼2γ勾如竹') (m(刷且幻)= 0 u凶n蜘d巴釘rm即 m
一Nゲ什21叫 (m(虻山(仏問叫且的勺)リlrr円円lり勺γ)うγ)2} 明 | 
I ETα。{m叶lrl))3}ETAlcγ}l' 

where 

( 丹斤3λ 1 丹λ | 
Nゲ山2也E九Tuoα叫o{(m(虻州(件川叫A的勺)リγl4;

1 ~Oo l 8θ0Cα0') 8α0' 1 

( 83t i 8λ~ I 
×イ E刊|ーで立ー|一一斗トL_ 'Q_ L_ 
1 ~町 lθθOθα。 jδα。[70 Uo Uo [70 U 

I I (の3In のλ
+21 i ETI1̂  1ーでムートームトQ"ÂR.何 1+O(N-1) 
1 1 ~町 18θouhvl Bα。'1 uououol 

(の3Il の?t.~ I 
N2ETα。 {m(企)(l~:1))3}= 3~ E ト， '1;10 卜-叫QUÂ I1，

--' 1 ~T内 !δθ;。 α。 'J 8αo ' r 

X ̂ 110α'QαOLOom+O(JV1)， 

N2ETα0klJjγ} = 3(ん。α'Q叫ん。α。)2+ O(N-1) 

Term ρ ): N2屯ET叫Uo{(υlrrrr4劫山b剖lγ)

=N2E也叶E
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UOUo \ よ~'=107rT/37rヵ1." 1 j .....庇I
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T
t' 

4a ，11vec(QhMα0+(ん。αlilnα)2
αo (oπT ')町

+1kh T す 02UO {(QT)!のT)日
Vo u.o 心よfJzJZV EIj  l kl 

+ (QT )i'k (QT) j!' + (QT)i寧パQT)jk}

~ ( 035 i(θαδαo i 
叫内loBo(ou: 'r2> )l瓦プδ7rT"!， ) 

1 _ ( 03ι1ι ( 0αハ_0α。}
+-ι一)一一--巴J一一--"--I 
4 円oBo(oα074〉 jr，JI7f=lioh・ 07rてj)

×{(QT)fj(QT)kf+(QT)fk(QT)jf+(QT)fパQT)jk}
( OUA' βα 什 ( 03~0 i 
x 1 ~ Q9....::...=.L 1 E~" 1 レO:::-1
lθ7rTk δzTf j I句〔己的(0α。)くぷ>) 
( 03~ V OUA y2 
| 内

11ーム Ivω(QT)~JAUnα。+O(N-1).明 loBo(oαo'r2> ) ~ 0πT') 

Term (β仰仰3勾η):N2官ET!Iαo {(ヤyμ柑町;どr円61ア汁lり勺T)リl
づ 1(0γ弘d;f?lり) 什川、 什川、 川 川 i2J
= NLE~.. ~ 1 ~ plJ}¥l!L.. 'p-'J}¥l! 1 ト

， ~O Ilθα u'u u.o Vo u'u u.o 1.1.0 
) I 
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。γil)Bγ~:) . ~(Or~:) ~. y ~/，， -1 
=-LQ-ikd  fQ 九 +2卜~!!九 I +O(N勺.。α'--"00α--t10αo 叱内叫 lOα07 αo 町内 j
Te川の:N2Eh(lr2)lfl))

=N北叫Nゲ内内2官叫E叫T"α叫仏引(Aよν[LU円げ)バyy{同似川m肘(
(δ3ι1 ……局|

+二ETι| 句円、 1(r~l:l~l:)φ| 
2 1町 lOθ。(0α。')叫>)' Uo Uo" (A) ， 

where the first element of the above vector is 

{ E"o [ ð~'~:" ' ) -斗}[，.to，:，千?竺明 lOe7;oaA' J oaA' r 1 " ，7-，.ーい。

X {(!!T )i)!!T ¥1' + (!!T )t'k (!!T) jt' + (!!T)U (!!T) jk} 
1. . 02α ~ ( 03~^ i(βα 日仏 il 

x-=-~L.. -_.U +E~~IυO 内 11 --=--=:.!L @ --=--:::.!L 1ト
2l明。7rTk0 7rTt 内 lO内(0α。γ>) l 07rTk 07rTt') I 

-!!αいイ川 ]+O(W'l

and the second element ofthe vector is 

忌~ ，0αo ~ ， 0α。
ム..J '-"'01。αo 合 '''''00110 ヨー
{l< ，j，k， l' =1 u川 Tt' ~HTj 

X{(!!T)i)!!T¥t + (!!T)九(!!T)j!' + (!!T)U (!!T) jk} 

1. . 02a. (03ι i(司自n 司自民 il 
×ー~L --U ー +E~~ 1---O:-11 --=--=:.!L @ --=--:::.!L 1 ~ 
2 l 明 。1九07rTz' 町L白鳥(0α。')く三>A OJ九 07rT!， ) I 
-Aeo内'九九J内αofAiJnα。+O(N-1)
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Term (5): N2E叫lf)yJjyり

! のい1)_(1¥.(1¥ I 
=N2ETJ{m(A)lrl) ラ (lrv}'lr~ム-;-r~I)~I: I 

"1 0 αo "" I 

j D ( 83feo i 8ん I~ (8y~~) 
ニ[イ何ETθバ|一一一一卜一一よLト川!!uoI一一ム"-A九aα'!!
仏川)I-lt'ol θ θ; δ α 0') 8 α 0' I α 。l8 α 。

δyil)} 
+2A，，__ ~!!_L し
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のい1)
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" 0 α (A)  

Tem(6):N2EM(lfl)yryり
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2 内l8eo(8αo')φjαo -uo / 18αofαoα0-.tlo(10 ~ao-ao I 

+O(N-1) 

一 ιoyJJ)Bαo'¥δα。
-υ州事=1θαofMJいoδπ刀

X {(!!T )i'/!!T)k!' + (!!T )i'k(!!T) jl' + (!!T)U (!!T) jk} 

1. . 82α ~ ( 83~^ i( 8αo _ 8uo i I 
X-=-~ A" __' - --v ー +E刊 |υO 刈 II~@~I ト

2 l "0 UO δ1Cn81CTi' 町げ民(8α0')くL> )~ 81Cn 81CT!') j 

8y~:) -t7叫
Termσ):N2EM(lrlyω) 
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=N2ENOIlCl){m(A)lrh(lrγ}] 

，_ ( (Y~ i 万人 1 I 8aA _ ( . 8aA y2> 1 
ニ [{E |--L|--iH-i③Î によ| 川知p)，
(A) 1明 l8θ;ohvj oα。'f18πT' ~ l"Boαo 8冗T') [ 

(み刷会)く3〉N2K3(P)](A) 
Term (体刷8め):N2包E旦T"o(lυl々rrlTA幼山刷bl川1り)

刊 [卜いい々rr川ピrrパlり)イ{ 九̂川U偽帆川J叫J川(σ叫叩川川I町町叩川:r引刊刊)1刊YI呪町:r)一N-1 州 0) 
( 83ln i ，，'…~. I I 

+二ETιl qo
円、 I(r~I!I~I!)くL>r I 

i町 {δθ。(8αo')くL>J' "0 "0' 
" 

I r_ 月2aA (83ζ i(万aAy2> 1 
=-=-1 ~L '一一一」ナ +E~n 1 しO =-II~I ~ 

2' l(7O"O (δπT ')φ1町 l8θ。(8α。')叫>Jl 8πT') ， 

③[l.，"会)]山/p)
where K3(P) = ETα。{(p-πT)く勺

Term (9): N2E 川叫(υ吋l4々;r?l )ケyμ柑町;どr?fアlりT)
I( ♂日 1γくφ(8γ叫ifl)月aAi 1今
=イÎIJ，，，， '二~I ③|」L-i| トNLK， (p)
1¥ 00 "0 θπT') l8α0' 87tT ' J ， 

Tm(10):N2Eu。(lrl)11C3)7)(m(且)=m州=0 under m.m.) 

= N2ET"， { I~A;)'M_1/2J (m~A~M_1I2 yl~A;)'M_1I2\' m~A~M_1!2 Jl~A;)'M_1/2Y 
Iαo l • 800p(N-1/2) L ¥'" Op(N-1I2) θ'oOp (N-1I2)' ". Op (N-1I2) ¥. 800p (N-1/2) 

戸~~，-112\ (l~A;) ， M_1I2J2， (l~A;) "r-1I2j， (0，0)] } 'p (N-l12) ¥. 800p (N-1I2) J ， V BoOp (N-1I2) 
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(θ3Z1θλハ (δ3I iδん|
= r ~ E~~ 1 ーで二Lー|一一~~Q ~E~~ 1 ーで~I ーーニ:2...~
(A) 1 '町l8θ05α0') 8α。'1 "0 1 '町 l8θ00α。) 8α。|

( I (83[， i 8λハ
×ん。α帖。α。+日Teo1 a同~)一石:7LEWMol 

(δ3L iδん|

引3~ E叶荷右荷-;-1ト一E瓦正ミtす:?;千判l戸門Q凡叫叫α叫」品O《んんAe.

川市刊"1日工Lレ|一土L 性IlQλ九0 九 'Q_L 
I '町18θ00α0') 8α 句 18θI~ ) 1 "0 日日 Uo U( 

3(Aeolln'QαAhaι)2，(0，0) J+O(N-1). 
也也 (A)

Te釘rm立n(υ11ゆ): N2ETIl叫0パρ(l~，々rJどr?fl可A 巾 ) (m 仏同)=m  叫 =0 u帥 rm.m 

=N2叫E叫T"川α町"0{υl吠;立;立:r ) [ mぺ:出:いN刊門1/2川2勺φ)/Alc;:幻出:;ρJ3ι;トい1り)+ m〈::r乱払tιι1り)必l山;山;:〉川川川1/2勺)'
21Z山政1)]}，

where the first e1ement ofthe above vector is 

え忌戸 司 ，8勾α肌o J TI ( 83去Zao i 8λ九向 [8勾α0

一t'=1
白刊偽αo 87r忽ι一潟滑 l γU叶 T明叫18ωθ2句δα叫o' ) δα凧0'r いBπ叫j J ，n， > -.L II \υ ノ ~j

1_ . 82(1.0 _ ( θ3ん i (日刊九 月刊o i 1 
x-=-~ L _ --u +ιハ u，o

縄 11~ Q9 --=-..=!L 1ト
2 l 刊 87rTk87rTi' 町~8eo(8αo 'rL> )~ 81九 0πTZ') I 
X{(QT )i-/QT)k!' + (QT ¥'k (QT) jl' + (QT )i't' (QT) jk} 

(δ3Lδん
-AIi_，，_ 'Q"イETIi_ーでニ_0I一一斗ト九，，_'Aλι 
い "0 1 町 18θ'~8α。 I 8α。|しD町可町

1_ ( 83l(J i 8ん|の2“一+[-:-{イETIi_トームー|一ームト一一一L
(~) 2 (~) 1-1内 l8eg8uo') 8α0' 1 (8πT ')<2 
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+{E，偽LAV)4>)-示~，>}(会)d〉 (i)vecQ)

-{ E"O (品)-掛川α(!)帆『 αh
+円(品)ーとj品z
十(叫ぷ f2>) -(ð~:~OÞ }(釘>(])(QTrhJd〉
+O(N-1)， 

and the second element of the vector is 

r. . 82û ~ ( 83~. i(のû y2> I 
[休日 'ーム」一+ETal to ||-i| トvec(QT)
(~) l刷。 (8πT')φ1I7ol8eo(8uo'f2> )l8πT') 1 '--'--1 

-2hαoluqα。(l)hαoRAαo

引ィ示4，+ E"o ( all"(~';: ')4> )(会f'}
イQTbJ2〉+仰 1)
Tem(12):N2Eu。(lJj川?2)7lf))(m仏)= 0 u耐 rm.m.)

18y川噌川(向 | 
=N2泡ETCl" [ [~/'-，.~)ア?lり:1N-V2) ~て生斗;-(叫I円寸叩;r円)1刊1(1υI向Op(山N-V2)川l?i川(J， ¥. (10.(10 JOp(N-1I2) r 

(A) . ，-P" / 
1 UUo -p ，. / 1 

x {m;止) '" [(品l)(l(Al))2}?
Op(Nベ12)'800p(N-1/2)'θ'oOp(Nー112) (A) 
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θ(γ(り1~ I ~ ( a3Za_ i aん|
ーとよft_~ E~η いで斗ー|一一二~~L_ 'fLL 。αo' '-'0 I町{θθOθα。jθα。 UoUo Uo 00 Uo 
a(γ(勺1~. I ~ ( a3Zâ i aλ。|
+2一一一LニQ_A" __ ~ E~" I一一 "0 ー|一一 "0 トQ__A。α07αo帆|明lδθ;δα0')aα。， rα。ぃ。
のiγ(勺a
+3てユ7iQJθnJonJQJoα +O(N-1)
cαo 

Term (13): N2E叫JZTAAbl))

=N2弘E旦T而川叫α叫O勺(よ l吠立(ゲN川刊川vω川/戊勺2勺)(lL ) k九偽帆"0'(r口叩;:r引:?7)1I的;
(δa3ι1ム

十二E叶 内 IL{(r~I;I~り 8(Ir12-N一lithlα。 )}O N-M 
2 什aeo(aα。')く2>)令""1...'-uo-ao 

( a4L i ……《
+二ET仇| 問。 I{(r~;I~l!)くつ 日] } 
6 的laθ。(aα。γ>) l\~ "0 ~"o / ) Op(N-ji")  (~) (~) 

I 1 の3UA I (のαi_ _ _ _ I 
= AII_"̂'一一一二三てイIQT二二LAil̂"̂ I③vec(QT)ト
明 oL 2 (oπT 'r'> 1 ¥. 'θπT 町 "0) ，，-I 

日α一 月刊+一」恐'---Q中一::.!L..An _ I 
δπT f iθπT 吋町|

( a3I i r /、(CJ2日 ¥1
+二EmI ~ ~ _ ~ uo" <7-> I ~ ( Q(L AIÎ，'̂ ) Ol _ ~ ~ ~，o<τvec(QT) Iト
2 同 laeo (θα0')φ)[ ¥--"0帆/いcπT')ー[/) I 
_ ( a3~_ i( aαハーゲαハ 1
+ bTeo lいM同同ae.吟州θ向仰~(aUoy2φ;-Jl a瓦正五正正:=:少ω(伽勾伺可TJJ詰?7ヂ)デく

x{ vec(!lベQTわ α。)}
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( o41 i 
十二ET仇 I_"， /'"' "0 ，，<1> I{(f!α̂B， α。)Q9 vec(f!α。)}
2 吋 (θθ。(θα。')くj>) 

( o31 i 
-ETBO I ::l/J í-::l ~O 1¥<2> I{(久井ぃ。)②(AiJnJ}+O(N-l)
T偽loBO(θαo 'r2> ) 
where 

1 o3臼
rf)lf=一一-tr(p-πTF+N12ヰ(p-πT)
ー可 6 (oπT ')<c 且 uπT A 

OUd.W _ "'-11← 537θ'L1527  
一 -LKlJ-玄 仰 (AL;ηα)+-4JA-一一
δπT I UO l官θ'Uooα。'δ(α。)kV1ao".aoJk θα0' 1αo OαoOπT 

.ム 331
+A::) : 町工札 (A::llaJk 
一
offδα。θπTTδ(α。)k'uo町九

and 1，ゆ仏 ISん。for比 estimation(Ogasawaraヲ2012a，Equation (3.4))・

TemO4):N2Eu。(lrvrTAbl))

ヲ川、 θyο /__(1、11、= λNL包ETaαn { ll;〓:J /川町川lIr肘-→lν川/泣町2人、て2了(σr αに口:IIα )n口 IlIJ ω 
V (A) V可【U-p、いい '0αo V -pγ F 

×(l)hdI;:)I:)-N lAUTL。)叩 1)

( o31 i ，、… 局
+二ETal qo |{(rrIY)くつ -1，] } 
2 内loBo(oα。')φ J，，-Uo -UO / }Op(N-') (~) (~) 

o r~:) 1 1 r 日2仏=̂n. 'f! ~ーI -=-~ L.. '一一一」ー
内向。α。12 l--t1oao (oπT ')<2> 

( o3Zn_ i(のUAi <2> I ，_，.  •. _， 
+ETθ| ぺ〈||-4ihec(QT)-hイAU札。|o l oθ。(δα。r2>Jl oπTソ I. --'--'1'/ -"'b'ouo ~~ao -.00 I 
(2m-f  rElfhaY2〉|

+~L 一一二~ー十 E中n 1 問。 11--u 1 ト
(ぃ。(oπT')<2> . -T的(δθ。(θα。'r2>JlδπT') I 
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イ(n，わα。川崎宏)}+O(N'l
Ter加e釘err州 5のη):N2宝ET叫ao(lυlJrrfアI刊M吋;rr:fアlり)
フ 1 n(……~ 1一句日、 フ 1 8 r~~) /~(?).(?) ，，-1， -1 
=NL.円4官EιTao1川(υlθ伊払州ρ向向介ppドババ〆川(j川町rゲ川N-1川Vγドい一→-1/I ' I:/OUp(N "~)/ I 、c一叩ハ

1 82川1) 川川ん I 1 
+ -.:.... ' 00 て (r~'!l~'!)む〉ト|
2 (8αo ')<L> " UO 町 II 

I 1 rδ r~~) 82α。 θ 2r~~) (の刊 〕く2>I 
=九 '!!Aρ| イ +|-L1 トveC(!!T)

間 αo 帆 1218α0'(8πT 'f2> (δαo ')φl8πT') 1 ---，--， 

白川l) 1 | 
一て47AL:η晶|
cαo  "1 

+一一一一一|一一一| トI!!中 --u A" +{川内 82r~~) (8αo y2> 1 (r. 8αr  。α。， (8πT ')φ(8αo ')く2>l8冗T') Il --1 8冗T M 
+O(N-1). 

(a.3) The third asymptotic cumulant 

ρ(/'，a) 一万(/'，)
(a.3.1)ρi .， (the term with c in P3 
=3n児T{(q~川山 )2q(22) l +2q(10)mq(Il)ω q~幻 ..-1

1 "~Op(n-"~Y ~Op(N-' ) ~Op(n-"~) ~Op(N-"") ~Op(n 

+(句q:山:ふいふいN-1炉刊一4叫叫寸lν川/ほ2
ニ 6nNET(qtJnI2吋N4U12NlJ 

where 
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nλN児1庖ET舟(匂qr幻札札:よふn一→引lνω/冷42)dq〈:幻:ふルルいいN-川ρ刊-→4叩1ν川/βイ2
A剖叫吋lりり)う) =寸n児 T{似(yωyμ山;yr円川川1り勺刈刈)リ冗WlAβ山;3rのlりり)) ω (ωyιd川(ο仰吋1り勺)リ弘ザrvl4rゲr(仏仰削町

1 ¥.，' (10 問。 Op(n-"")" "0 "0 'Op(N-"") 

×(y;:)'l;ヶ~yJ:ral)+yιdJrj刈))0ρ 吋 νω2
=寸(ωωωy件バぽ山;;rのlりり)う)2汁γザYゲdf(yT2わ)リ'n児 T必{υ必ωlcr;fl) 山 l己r;yAlり) 

C10 / 'C10 日。Op(n-"")酎。Op(N-"")

x rm_ _ _，月 l(AI) 1円 十m(A) 1 月 1~1 ~ ウ 司 21~1~ 月 l(41) 1/う 1' 
L--'Op(n一川)θ。Op(Nーω --， Op(N-'" r 800p(n-"')ヲ 800p(n 川)θ。Op(N-"')~ 

fの2L， i 
叫 ))3n肥 T{l(1)l(Al) /2 |--L-L|I(A)帆 (n-1I2)"800p (N-1/2)αo l oθBαJdoαL 門

¥Vν ノOp(n-"")

xr~I)I(I) 川 }
αoOo(N 山

P" '(A) 

1 2A  h(l)|  
+(y~~))2 n肥 T~ (l~I; ω )21~ð~) ω 7ムr~~I~I)n "，-1/2， ~ 
内 1I偽Op(n-"") 帆 (N-"")行αoyαoαoOp(N-"")1 

= y~!) '[ (y~;))2 n∞v(lj:)，叫ん。α。'叫んαo
(A) 

… ( o3/;， iθλ。|
+β;UjイET8|-74ー|一ームト!l/lôiJo/l

~ I川 loθI:Oα。，Iδαof|U M U 

2βJ%hA'QJoα] ， 
， ， (A) 

f B2Z10yj:)  
+(yy))3ncov14IL--ιl!lα̂80/l0 +β(%θα'!lα一一吋{吋 θ的θα。') UQ VQUO 可UQ UOθα 

+O(N一1). 

(何a.3.2勾)β巧JfグA幼胡bめ) (伽tωern日 rit出h C2 in t湾号幻d))(υ仰m(ηがn(d)ピρ円(仏凶A的)= 0 ur凶I
=N2E旦Tα {引(q;ぷ(ο11)¥-ν山2J3+ 3χ(匂q;ピ(οl川1η)ω )2匂2q;ザ(22)→1J一3 ββ河(仏仰(d的)β巧Jr4) 

1<<0 "J.Op(N-"")' -'J.Op(N一 )/Op(N-')' r 1 

=N2ETα {(y~:)I~ð~)' M_1I2Y + 3(y~~)I~ð~) ω )2 lGO "" C10 目。Op(N-"") 町内Op(N-"")

×(yrfIF)+yJ:)ljf川 +yJfTl))o川→)}-Ml(A)βjA)
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= (y~~))3 N2ETα。{(ん。αJIlt:))3}+3(yJ:))γETα。{(ん。α。TCty 

x 'Y~!) '[m(九いoTi)I;?，(h叫 TUlr)2lv}
+ 3(y~~))3 N2ETα。[(~OTIC11))2{LodI:)lr-N14Jnα。)Opゲ)

(B) 

(θ3I i…… m 

+ニETθ| 問。どh|(I;)I;))4>}]
2 "'0 l 8民(θα。γ>r Uo UO / (B) (A) 
I /， 'T"'(lh(l) ¥3のγい)T"'(l). (1) I +3(yrfN2ETJ(hαo TUIY)一生-K)I(勺-3βl(止)βJ占)I'VQUQ UOUoθα。『 α。|

ニ (yrYlLoα。竺IN2K3(p) 
\~.砂T J 

… -角、( 831 i 8ん|
+6(yr)4yr'IiET|--L-卜ームトQα九α九α'Qα 1e，αラ

(l) Iθ'0 l 8θ;Bα0') 8α0' r 
(んα'Qαnkhハ)2 ]' 

(A) 

叫')'{ A州市計叫

x( !l，わα)φ
打、ゥ 8y~:) _.  ~".~， 

+6(y;ij)10α'Qmkθα ー~Qα 1e. α 十 O(N~l)
吋町Uo Uo 吋Uo8α07U M U 

(a.4) The fourth asymptotic cumulants 

n~l河ó) =N吋βY)+EβJAb)+E2βJK)).

In the following， the definitions ofTerms (1) to (14) (see Subsection A.3) 
are used. The notation →X below indicates that the associated term is a 
member ofthe summarized term x. 
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Term (1): O. 

Term (2): 

[自Tα。{(q::N12))4-M吋P))2}]onV3

ニ n2ETα。[{(ベ)12;(NlJ}叩 2)]-3(112(11))2 
= c2[ N2ETα。[{(ペ)lJXr))4}o川 )]-3(siLl.))2](昨)= C sil1)) 

=N一円N3K4(yi)lJZゲ 2))}0(1) 

{ 刃臼 1 
=N γ (rιJわ1)円)うγ刊)4汁41川λθ 」一よ~ 1 {仰N3沿K町4(旬p)}O仕川1ペ(→ N γ β巧Jrr且k叫吋Cけ勺)う)

¥ Voバ内
α町oa π ， ) '1" '..... " -' V¥，1) 

¥ T  J 

where K4 (p) is the 24n X 1 vector ofthe fourth mu1tivariate cumulants ofp. 

Term (3): 

[ 4n2ET{(q;川 12)3q(2)1+3(q(10)ω )2q~ 1; ，，-112 
1 "'Op(n-"")/ J.Op(N-') -'J.Op(n-""Y J.Op(N-"") 

×(q(21)山川+q~22}，，_lJ} ] 
¥'Op(n-""N-"") J.Op(N-')/' 'O(N-')+O(nN-") 

= 4N-1 [ E叫明叶θ偽O{初ゲ州n2六2刊(匂q以引r山山(:)いn一
(A) f" T 

+3ET{n2N(q~0: ω )2 q~l; ωq(21)1 
1 ， "Op(n-""Y 'Op(N-"") 'Op(n 

+3cβ(0)ET(N2q(Il)12q(22)I )](given earlier) 
2 -1'αo'~' :10n(N-VLfl0n(N-l) 

p'- '-p'- (A) 

(the first and田condterms in ・]→βJMandthethirdtem→EβJAb))，
(A) (A) 

here ET{n2 N(q~O; ω )2 q~ 1; ，，-1!2， q~21:___ 1! 
Op(n-"")/ 'Op(N-"") 'Op(n 

=ET{n2N(yJ》l)/2)2yjl)l(41)
"0 -eoOp(n一112)// eo >eoOp(N-1I2) 

×(yZ)'172)+yJl)lJ4勾 1)+ r~~可))ハ ("，-1I2 71J-li2\}
V 】-，、ノ

(m(l1) = 0 under m.m.) 

ニ ET{n2N(yJJ)lJLnー13))2yJ:)ん。αoTlU川 12) 
(A) "-1' 
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x r "，c}) ， { m 川 L..'r(1)I(1)パ
L ・町 、 Op(n-"") 旬。α。 αD 叫Op(N-"")
(B) "(C) -p'. 

(日31 i日λo 1 
+~E中ハトマ旦ー 1_ _. "&0 > r(l)I(1) _，，， I~l)け‘
I 1町18θ1;8αハ'1 8α0' 1 αo αoOp(N-"") 偽Op(nょっ y

L¥vυ ノ v ) 0(1) 

2/(1) 川 L. 'r(1 )I(1)川~， 。'oOp(nょっ同町 αoα。Op(N-"")/; 
(C) 

fの2工 1
+γ~1) I 一一~ -L.. ' I r(1)I(1).、
'町 18θ'08α 内叫 l … 叫 αoOp(N-"")
¥υυ / Op(n-"") 

日付l)f1、川 川

+てA7IαI:〓川川l;:;/拘川 ] } 
c αv  ""U....， P \~'ノ VO~P ¥" J (B) (A) 

=(yjfY(y;))llnh(lr，IJ:)，m)λ帆'.Q叫ん。αo
(A) 

ー… δ31 iδλハ|
+nLKi (l~~))~ ETIl̂  I一一斗ート一二斗Q 九 ] 
ヨ同 '-l内l8θ;Bα0') 8α0' ， αo 帆 (A)

十2(r~~))3 (Y~~))2 n2 K3 (l~~))ん。 α' .Qα。九。 αo

f の2工 1
+(r~:))4 n2 K司 I/~:) ，/~:) _ = ~IJO ， I.Q"九 n

吋 J l吋町 8e08αovj U M U 

(1、ミゥ (1\ δ r~:) 
+(r~:TnLK3 (l~:))て270αハ Àen f1noα。 v v ， 

where 

d作内州仰川川K陀吋削叫'3(μ必(ぴω叫l4q引;;rι引川:?Lツ)乙ソラ，1

い竺劃到乱)了Y+¥J竿)¥土生-土BユQk
11c2l 8eO) . Q~ l 8eO) . 11c 8θ;Qk gθ; 

=n一lむkQTk(1-2PTk) r土生y~土皇(~~y +よ~2~ ~ 
ll1cQkδeO) I 庁Q~ l 8eo) 兵Qkδθ;|
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ぷ吋 ( 1 oP 1 
n2K，(l~り =n-1 )，PnQn(1-2Pn)1一一ーム|
コ町 fTf iκκ \~Qk O的j

- (…… o2L， i ム
nLA|looj，101)，-」」|ニn-1空--，PTkQTk(1-2PTk) l Vo' VO ' oBOoα。j 告

x(土生H回目+土日2弓)
PkQk oBO) l Pk2Q~ oBO oαo PkQk Oθ。θα。

Term (4): 

[ 4 n 2 E T { 3 qtL -m ) ( q U N → / 2 ) ) 2 ( qn  1 ) + 4 叩 (2) } ]0(N-1)汁凶川+叫O
=4N 一1[ 3ET刊θ(付n2q~0的) ハq; 初拘).-IJβ糾(占) 

1ぴ'0¥'. '10p(，，-1ゐ )'10p(n-1)

+3司T{nN2q(10)ω (q~l;，，-1i2Y q~21;__1! 2 ，，_1!2 J ] 
1 ，--- -'Op(n-"") ':LOp(N-''")/ :LOp(n 

(the known first term in [・]→βJM);andtt羽田condterm→Eβ!1M))・

The second term ofTerm(4):(m(A)=O under III-m.) 

ET{nN2q(10)ω(q(ll)/2)2q(21)mm} 
T V..' '10p(n-1I2)¥'10p(N-112)J '10p(n 

= ET{ nN2r~:)1~1~ f"-li2 ， (r~:)I~~) 川 )2
"0 800p(n→112 )四'0 eoOp(N-") 

×(yf'lf)+yJJγa川 yrT)oρ li2N-li2) } 

=ET {nN2y(l)lJ1)ω (r~:)^R. N. 'r~1) I(l)ω)2 
， "0 &oOn(n-"') 町町α110α。Op(N-"~)

(A)υy  

x [ y~:)' { mn f_-1!2'̂8AI1A T~I!I:l~ 。'D(n-1!2("80α。 αoα:oOv(N一1/2) 
(B) (C) 'p' .".1' 

(の31n iのλ|
+ ~ E~n 1ーでムー1---"{jo ~ r(1)I(I) _'" 1(1) _，川・
1-1内 loθI:Oα '̂I oαハ，1αoαoOp(N-"")θ'oOp(n-"")， 
k\ ノ~ ) 0(1) 

21(1) 川 L_ 'r(l)I(I) 門 1' 
6もOn(n-lIL，)--ttl。α。 α。αoOD(N-'")，~ 
P' ''''p，' '(C) 
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( ;iλ1  
+yJl)|-47khflIr弘(門
o l 8tみ8ao ' UOUO J 
¥ /Op(n山)

Evil)f1、川 什川、
+ て27Iαα;IIIII:f〓L川-川l;!;印ぱ川一-1/ν川/
Cα0νu町u~p 、U ノ ν可U~p 、い"ノ (B) (A) 

=斗[(山叫dぽ山山2勾勺η)う引)1{川叫(rωωyιd;:l) )ω3切川拘川川ncω…州C∞ω州叫叫叫O肝州州叫叫V吋W叫叫(υωωl4ι川;;r孔μlり~V川)にw川，刈刈m刈)[A θαI"Ufl件#l 
(A)
】
(B) 】". -uπT ) 

I( 日 γ>_(I~ (の3工 i8AÂ 1 8ao i I 
叫)可)~ I A&oα" ;;:' J 0[ i ETθト L卜」ト VUo トIl "0 Uo 81f T ' ) l I '''0 l 8θ;。α0') 8αo ' 181fT' J I (~) 
叫叫州山)サ丸)λ川2

ハ川、 ( 川 82T;， i I 日臼刊o _ ( 日臼o iγ<2> 1 
+刊(rμ;lリJ)斗n川C∞O州V叶|lr;yyぺ，-一一4一|イ←一一よL③到|λ九ρ ， -一よ| ト
内 l'''O ' 8e08α。，) 181fT' -l 町叱 B冗T') I 

r唱、，川 I( のn-Y2>fθァ;l)のaei I ウ

+yrβiU) i Iん 『ーム I 01~ーよ|ト ] NLK3(P) 
1¥ VOαo 8πT') l 8α0' 8πT' ) I (A) 

Term (5):(m(A)=O under m-III.) 

[ 4n2ET{ (q~l; ーω)3(q;却)1+q(2)1)}]
l' ''-Op(N-''")/ '-'Op(n-')'Op(N-'Y / "O(nN-")+O(n"N-") 

=4N lEEJN2(41)ω)3}Em (均一 lJ
リ(N-l!2)J J~Ttlo 正 υ (n-')

+件4N 1TEf2 [ E Th叫Uo{仰Nゲ州2刊(ωq:払:ふレいいN-1ド戸川1/山1/2)な勺/2)3勺)
(A) 

with -N-1A:~lluo is included only in this臼rm)
+3s;"')ET"̂ (N2q~l; ー /2q(勾)2 ~Tαo V' '10p(N-1I2)'10p(N-1) 
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ι(の3工 1のλ|
+2i(yr)3{yrf[{E |-」-|一一斗
???四(~) 1 明 loθ;。α0')θα ， r 
×。αo ~ ， 0α~ ，0αo ~ ， 0α1 
01f車山内叫 07九' 山内αo01f ，叫αoM J) 
TI V TI V 

1. . 02臼 fθ3ん i( OaA _ OaA i I 
+(r~:)) 何 '一一~+ET&AI θo ||-L8-L|ト
内 2 1 いo01fTi'01f刀 '0 lOBo(白川)φ)l 01fTI， '-' 01fTj ) f 

十δyJJ)0αLL.，0α}  
一一一、
Bα ， 01fTi，い061rTj(;) 

X L {L L (QT¥'kN2K3(Pj'Pi"Pm') 
oaA. . 0日勺

×ko '二三LL T-LL f--L} ]+O(JV=) 
町内 δ1fTk 句αo01fT!， 町α051tTnJ (A) 

(→N-1cβJAb)and →N-γβJ4c))， 

2 

w油h悶エ 凶 cωa抗批t匂吋巴
(i ，j) 

エdefi耐 similarly;and 
(k，r，m ) 

qZLI)=yhr~y;γM)+yJfTI) 

=YTIm(A)lr11(lJjザ]『+y;){hαo'(I:)l;:)-N-lAfJqJ
(A) 

( 031 i 
+二ET仏| 叫ん I(r~I!I~?)2 } 
2 '吋lδθ。(0αo')くρ)'"'0 "'0' (A) 

角川(1)

+す7IU11)121)withlrl)=hTl)11) 
~~o 

T巴rm(6): 
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 +(q32))2+2q-1q…}]  } 

μ(N-1) 正n(n-')じD(N-1)
f" . f" (A)0(N-1)+0(nN-2) 

The first term ofTerm (6): 

6n2ET {( q~O; ω )2(q~21;，._1/2M_ 1I2J2} (→N-1創立a))T t¥'10p(n-1I2)J ¥'10p(n-1/2N-1I2)J J ¥'"'  1-'4 

= 6n2官E民叩T[(Yけ叫叫yバd仰;rれ)リlな;弘Lんい(伊n-1i2山12))2 
= 6n2官ET[(yμd;;r川lη可刈)リ冗1~1~ (~-1I2Y{(Yιd;y2 ) 1 ;?アγAω叫αρ叫2勾)う)2+ (ωωyιd;:rlり勺可)リlI ο 出的'oOp(作n-1'''' ) / ¥. ， ， (70 (70 

+2Y1)?lr)(y;:)lJfl) +yjj可))+2yJ:)lJfal刈T}oρ一川]， (*) 

where the first term of (*) is (m(L'i) = 0 under m.m.) 

=寸6N一l(yヤyμ山;:rlりり)う)2叫背Ydぽ2r)『官E叫T{何n2山2切仰λN(叩「刊引叫(l
-(A) 可'-"pV' ノ

1e21 e22 1 (A) 0 

with (y~~))2ET { n2N(l~~~ In-lI2Yell} 
(A) -V~ pいノ (A) 

=(y~;))2ET { n2N(1九F1 1 f 2 ) ) 2 [ m Oρ 一ν山2九α叫 'r尺可lr山川)1℃叱It可;;じLLl=1いLLしいP〆川(N-112(A) -v~p 、 (B) 一

( O3[ i ÒÅ~' 
+~ ETIJ_I _ :7~80 . Iーームト I?)I(lL/ 町 l!2 J~I~ ".-112， ] 2 } 
1 

'町 lòθ~òαn' J δα ， I u.o Uoりげ ) tfoup(n '-) (B) (A) 
k¥ ノ v ) 0(1) 

= {nva伽)β~iO) + 2(y~~))2 (n cov( m， 1~~)))2}ん。叫 'nα九αo
…… (θ3Z1θん|

+6ncov(m，l)β;川イEml一一斗ー卜一二Lト nfl̂AB 内 L'-1 内 lòθ~òαハ 'J oα，、， I 問

L¥ ノ v ) 0(1) 

…_  I (o3[ i oλη| 
+3(β~UT(YÞ~)rL イ ETtq|-74- 卜ームト

4 町|川loθOUα。'J oα ， I 
( ò31~ i oλη| 唱

xn"イE刊 lfLト 00ト+O(N-1)，
"'0 1 Wo 1 oθOUα。lδα。|
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(yr)2ET{n2MlJL川 )2e 21} 

=吻(yιべ;;rわ:?ツ)う)2官E旦T {付n2切何N(lι;込払Opバρ川(ο付Pntzい1/2)22叫lq;;ん(付川n-1ρ1/2九α OyfTI rml ;L:ユ弘LLLLPバ(仰ゲN(A)υV~ P 

x [ m円/羽川konjIr11L川町
(B) ~p'υ ノ v ~U~ p¥ーノ

(の3工 1 のλ|
什EmI _ :0，ムー|一ームト rfI(lLr1山ど1) 叫] } 
1 
100 l 0θBα0' J 0α() ， I UOα門 (N '~) /iOUp(n '~) (3) (A) 
L\ ノ~ ) 0(1) 

=6βJO)ncov(li)，叫んoh'QJ帆

( 03l" iのλ|
+6(β(ザ(yy))-2{ETO|--L-|ーームト Q"，Ae，，，， + O(N-1)， 
」内 1-]内 loθ00αA'I oa，、，1 剖

L\ ノ~ ) 0(1) 

and (y~~))2ET {n2 N(l~~bp(n-1!2/ e 22} 
=(yr)2ET{n2Ml払川)24(l~~bp(n-1i2 )ÀぃovIUIL(NJ}
= 12(βiO))2(y~~)r2Àθo叫。叫ん。α。 +O(N-1 ) ，

the second term of (*) is 

=6N l(y(;))4ET{n2N(l(l)/2)2(l叫~-1/2 "-1/2J2} 。 θbOp(n-1

=6N l(yJl))4ETIdN(11印川、)2
(A) -v~p、ノ

I( の2L
x ~ 1 一一~-L ，.'I rω1(1) 川> 1 
Iloθ'00α 町UO J 勺

UO α刈 (Nムつ | (l) 
l¥U  υ ノOp(n-'ム

/ 、…(日2/n 日2In i 
= 6N-1(y~:))2βtr{mv|--L，--L |仏ト

町 lOeOOα0' OeOOα0' )町|

4 …(… 02/" i (02l" '" i 
+ 12N-l(y~つ4ncovl/~ヘ__ 0-，，-0 -， I Q"， n cov I 一ーユ-，/~~) 1+ O(N-L) 

内 l(10 ' OeOOαo ' )αloθ'00α。町 j
where 
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(ei/" 32/" i ‘ム
ncovl一一 Voー，--4-|=n-i〉fLQTK
13純白α0'3向。α0') 告 i凡 M 

一 一一一一斗一一一一:: k I(・)" x(兵一日伊 l 内 1
FfQ;δ鳥θαo ~Qk 3eo3α。j

the third term of (*) is 

= 6N-1(ペ))2ET{n2MG:い1/2/(r立(N_1!2)2}
1 川型 川フByJl) 白川1) フ

=18N吋r~:)rL(β)乙一~n(J一~+O(N勺，
町~ / 3α"0 3α。

the fourth term of (*) is. (m(/'，)ニounder m.m.) 
= 12N-1ET{n2N(r~~)/2~ (~-l!2Y 町内Op(n-1!2)

×yf)1(且叫 (y(》品α1:_1/2，，_112¥+ r~~)f ，，_l!2 J~I~ ，..-1I2J} 
日。 θ'oOp(n-1I2N-1I2) θoθ'oOp(n-1/2N-1I2) θ'oOp (N-1/2)O 800p(n-1I2) 

= 12N-1(r~り2ET { n2 N(l~I~ f..-1I2j 
同'0 / '- eoOn(n-1!~) 

(A) 0 y 

×y(山 [m 川ん T(1)I? 
"0 ，;" On(n-"") 町α。 αo uoOn(N-"~) 
(B) -P' υp  

(の3l" iのλ|
十 ~Eートで主ー 1- ~. -1:10 ~ r(1)I(1) "0 1(1) 山・
I 1 町 13θ~3αハ '1 3αn' Iαo uoOp(Nムfム)eoOp(n-"ム)'
L¥ ノ") 0(1) 

21(1) 川 L __ 'r(1)I(1)川 1' 。'oOp(n-"k) 旬。α。 α。α。Op(N-"k)(~ (B) 
fの2工 1

x rγ~1) 1 ~ "1:10 - A".. ' 1 r(l)I(I)
月

(ら'町 (δθBα 問。αo J _u司 αoα内 (N-"~)
¥ /Op(n一山)

。yJ:)(1)仰仰+て~r~)~l)n ，，(_1I2J~1~ ，..-112¥] } 
同日 ， αo αOOn(N-1!2)θ。On(n-1I2)
IlO "0'  P" '0-p ，- ((C) (A) 

f の2工 1
= 12N-1 [ (y~:))l { r~γ'?)ncovl m， _ 

= 
:eo • Inll.A(Jα 

(A) ti(B) 吋ゐ l θ院δαo'J U U U 
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f の2t i 
+2(yJ:))3ncov(m，lJ:))ncov|l(1)ー」-|Qk 

l偽'BWα0') 

……("，  a2l" i (θ31" i aλ。|
+3y~β;り)ncov141j，一一」一 In(Jo~ETfi.1 ~~O:O 1一ーユト
吋 lVo ' aeOaαo ') "'0 1 川 laθOUα。J aα| 

/川!1、 Bγi1)
+3β2n cov(m，fO)て47Q臨みI!A 品

oαoυv 

J川ウ川、ゥ Dγ~:) _ I ~ ( a34. iδん|
+3(β274WT-LQα イETI!A 1 ーでL 卜~r。α0' UOIIVolaθOCα。)aα。|(B)

f の2工 1
+( Y~:))2 { 6r~:)β:;O)ncovll~:) ， ~: :&0 . Inα九α

ム (C) . VO ム lUO • aeOθα01j U U 

のγ11)
+ 6(βJの )2(r~~)r2 て270Joα} ] + 0(N-2)ラ

oαo (C) (A) 

where 

( a24 i 品一一 IP -0. (ap i2 1 a2p I 
ncovl m一一一-"ー 1=n '") .t'.-んU〓〈ー土7 二さと|ーーム 1+一一一一一一一子〉
lθθ。θα。J 官 i凡〔九|庁Q;¥θθ。j 弓QkθθO|

一一←-)れ一日町 1 a2 
F庁fQ¢;θ4δα叫 1再)kQ仏kδ向δα肌0 

( ，山f什川1) a2 ι } 一斗1ぜ許~n ハ 1 ap， ncovl 1ι入ノ一一一」ー 1=n -.， 1七 U〓一一一一一--
l町 aeoaα。) 宮川~凡PkQkaθ。

x(旦-Qk aPk apk， 1 ♂ 一一一一イ) f庁fQ;δ鳥 δα肌 1弓~Qk aθ肉0θα肌0 

(1)寸|弓-Qk( a旦i2 ， 1 a2 ~ 1 1 ap" ncov(m，l~:)) = n-1) ~PTkQTk ~一一一|一ー 1+一一一ート
内 全ffk Tkl-庁Q;l aeO) ~Qk θθ;|ξQk 白鳥

the fifth term of (*) is 
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=12N-l(y(;))3ET{n2N(l(1))31山 1) '" l(止~){M-l/2\}
ο 800p (n -112) J • 800p (n -1/2 N-1!2). 800p (N-1I2) 

f月21n i 
= 12N~\r~:))3ET { n2 N(l~I~ ，..-1I2j I -"&0 ， - AIĴ"O ' I 

町 (A) 均的(n'T l aθBα 町 uo J 1/ウ
¥ Uυ /Op(nυ) 

のγ〔l) 、
x r(l)1 (1) ~月~r~l)l(1)~___，づ 3
αoαめ (N川 δαo'αoα/oOp(N勺 (i)

(102L1Ml) 
= 36N-lr~:)β;O)n cov Il~:) ， ~ = ~&o ， I Q"一生-+O(N-2)町句。向。α。') Uo aα 

The second term ofTerm (6): 

6自 T{(41/2))2(qrよ1/} (→Nセ創刊
= 6N-1Cß~0凡

the third term ofTerm (6): 

12n2ET{(q~0; ω)2 q~O!.._I ， q~22!u-l ，} (→N-1βdL'ia) ) T l¥'10p(n-1I2)J '10p(n-1)'10p(N-1) ヰ

= 12N-1E叫が(yrq))21mlJ:)，(lJJ))21ypmlH)

ニ 36N-1[βjO)ncov(m，ljf)，(yJ:))2(βJO))2ld)βl(止)+O(N-2)， 

Term (7): 

[6n2ET{2q(10)2q(Il)22q(21) 
l' -CLOp(nー112)'1 Op(N-1I2) ~'1 Op (n-li 

(A) 

x (q;町 1+q(勾)，，-IJ}] 。'n(n-') 10n(N-') p ，- ~ p ，- (A)O(N-1)+O(nN-2) 

The first term of Term (7): 

24内 T(qrnl/2叫Nl/2)41叩 /2)qZL1))(→N切勾))
= 24n2E~{ γ~1) 1(1) 胃司

γ~1) l(且1)
川

1 ， ，出'0-800p(n-V")' "0 -800p(N-V")  

×(Y:)?12α2)+yJ:ral)+yrT)oρ一12N-1/2)yf'I弘(n-1)}' (*) 



Supplement II to the paper “Asymptotic cumulants of ability estimators using fallible item parameters” － Expectations 147

the first tenn of (*) is (m(且)= 0 under m.m.) 

24n2ET { (y~~))2/~1~ ("-1I2 J~~)'> α'0 / 8000(n一112)θ'oOo(N-I12)(A) V'  P' 'v.  P 

×γ~2) 'r m _ . _，，， l~ð.!). ._'" + m~ð.2 .._'" l~l~ . _，，， ， 2/~1~ . _，，， l~ð.!) _，，， l' 
18，吋 l'''Op(付n一1山/氾2).8，偽'oOp(N一→11氾2) ， ".6偽100p(N-→1/氾2)司偽uOp(付n-1ν/2勺)' θ偽'oOp(付n一1山/氾2)"8，偽'oOpバ(N-→11氾2)j

×Y:rr引)μ刊'1[mhOのp付川白→4川1ν山叫/β2
(A) 

=24N 一1也E明 { n2(yμdd;』rわρ1)ツげ)うツ)y2lG;l:;Lんんnパ訓Mμ(作ゲnがd甲→1勺
(A)υ p 

×γ(2)， r m 川 L 'QL 
• "0 On(n-"") 旬。α。 αo"0α。
(B) . P 

… ( 83f:， i 8λ~ I 
+ 1:1) _，，， ~ E~" I ーで丘一|一一二'Q... ~Q . L ‘ 
tlOUp(n ...) I川 lθθOθα。)θα。u.o Vo U:O 

2/~1) 川 L 'QL 
'000 (n-"") 問。α。 α0--tto ao .J 
P' . (B) 

xy~=) '[mn ， __1 /2 J~1~ ，32" (l~1~ ，_-1I2Y]' } 80 l".Op(n-1/2)θ'00p(n-1/2)' '.800p(n-1I2) 
(A) 

=24rv'lell e12|yZ)+O(N-2) 
-l e21 e22 I -

with 

ell = [β'iO)n var(m) + 2(y~;))2 {n cov(m， 1~~) )}2 ]J.'80αoTQαんαo

( 83工 i 8Â~ I 
+3βJO)nco伽，lJ;)){E ト-L|一一叫Q.̂

1 ~T偽 18θ;。 α0') 8α0' r 
e21 = 6βJO)ncov(m，lJ:))ん。α'QαOL。αo' 

e12 = 3s?)n∞v(m，lJ:))ん。α'Qα。ん。α。

一 角 ，.， 内 (δ3[ i 8λ~ I 
+3(β'~VT(Y~:)r~ イ Eml 一一」ート Vo ト Q"n^lJ.

Z 内|同l8θ;θα0') 8α0' I 制

e22 = 6(βJO))2(yJ:))2L。αovQJ8oao，

the second tenn of (勺1S
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I 出'0 / 'eoOp(n】112teoop(N一112)θ'oOp(n-1I2N-1I2) (A) c-p" "-p 

x y~:) '[mn ，.._1I2J~I~ r..-1I2" (l2~ r..-1I2Y]' } eo L'''Op(n-1I2)θ'oOp(nー112)ラ θ'00p(n-1!2)
(A) 

= 24N-1ET { n2 N(r~り3/(1)ω 九 T(l)I?1 問。 eoOn(n-U " ) 旬。α。 αo-aoOバN-"~)
(A)υ P" v p 
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18θBα --t1o UO J 町内Op(N-"")
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jJ ~ / V -P υ P' (A) 

f の2工 1
= 24N-1y~:)' [β(川:)ncovlm， ~ = ~(jO • Inα九α

"0 (A)' L 吋 !θθ。θα') U:o UQ U: 

(" 82工 1
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I "0 δθ'08α0') Uo 

一… f川、 θ2/" i 内
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4 町 l句 。θ'08α0') 1.1.0 町町 (A) 

the third term of (*) is 
24n2ET { (r~:))2 (l~I; ω)2lfl)ω r~f'..~) 

1 問。日。Op(n-"") 日。Op(N-"~)' &oOp(N-"") 
(A) 

×(2)'[ml/l(l)ω(l(l) ー112.)2]' } 
eeoOp(F12)OoOp(n)'OoOp(P22)(A) 

10dl)  
= 72N-1L __ 'nー」ー

υo v.o Uuδα。
× yrIrn∞v(m，l~~~p(n-lI)' (β'iO))2 (r~~) r2] '+ O( N-2) 

The second term ofTerm(7):(m(A)=Ounder m-III.) 

24自 T(qtL-1/2叫N-1I2)ι12N1/2)qCL1))(→N+c創刊
=24n2ET{yJl)ljl)ωy(l)l(血1)

1 ， I "0 1100p(n-"~) 町内Op(N- U ")



Supplement II to the paper “Asymptotic cumulants of ability estimators using fallible item parameters” － Expectations 149

x(けYιバ昨;:rrh:?ケ汁)ハ)'1附;:r?ケケαρ2勾)+rιバ川;;r;?)γαa1り)+rιd印;rrjアlT)
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the first t巴rmof(*) is 
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le唱 ， e唱ぺ | 
=24NIEyZHill12|yt)+O(N4) 

v I e21 e22 I V 
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一、(33[ i 3ん|
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1 1 (33[ i 3ん 1 T 
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I I '刈 Uθ63α0') 3α。'1 "'0 吋"0I (A) 

… ( 33Zn iδλ。|
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のiγ(?勺))一
ニ斗12日N-1引E刊[3叫叫(rω叫叫yμバ刈J:r:?))川3n川ncov(m叫叫，jAdl4q;iJ))hk九h陀帆O町イ'Q司Q仏叫α叫JOλい帆んA8，

(A) じノaO

+YMO)(E明(ネJ剖Qα
|θ(γ~:))1 . 3(γ(勺1_. I 
x~~二九 'Q. An.. +2An.. ~ニQL ト
I 3α。 町町 "'0 町u.o VQUQ aαo ' UQ UQ u.o 1 
。(γ子))今

+6r~γ(OL 'Q 一一'0/2AIJ.". 'Q".AIJ.n. ] +O(N-2)， C10 r L 目。αoα。 δαoMoαoαo問。αoc~) 

the fourth term of (*) is 

lロ2日N切 T{仰N2弘n叫(yd仰;rわ)う)4f応;払払ルOpんいいpバρ〆μ(作ザn-1一→1/2)(1以川))2 l仏iお2岱治:::i出弘(1止」:LL」/ぽ川川2N
=斗12N一l再 [ N 2切n(Uyd川小;rわ)サ)y4lq;弘Lふい何ゲゲ川一→d叫叫寸lν山川12勺2勺)ρ(1以以p(N-附N-11ν/

(A) 

( 32工 1
×{|-」--h'|(I217)-NIA In) 

(~) lδθnδα00 帆 L ヲ
C ααo/Op(N-') 

¥ ノOp(n山)

1( 33ι1  
|旬。;--ETθ。(・)1 (r~I!I:I)n (，，-112，)φ}  ] 
2l3eo(3α。γjωαoMJ(NI/2)(B)(A) 
\ノOp(n-"~)
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ニ 12N-lc(r~~))4

f川 82L i， (1 の2UA i 
x [ ncovll~九一一--?----:- I { I一一ーコ云veC(!!T)-A~:札 | 
(A)(町 δθ'08α0')(E) ¥.2 (8πTγ> l10 .U;o) 

f724E-| 「70-f i 〉

×み日百 九+ ~ -0ー |QLLkdα。I} 
間 O 帆 (8πT')φL T BπT 内) (~) 

f 什川、 83~， i ， ( 8 α ハ 1γγ<2 
+ ncovll~'リ吋:- I { I り l
l "0 ' 8θ。(8α。γ>)(己)¥8πT')

I 1 刃向 i I 
x~ 工 vec(!!T)Àeα '!!αムθn 品 +1 !!Tて::.LAe，α| ト}] +O(N-2)， 
IL UπT -) I (C)(A) 

where 

n叶l:) 刊 1 = n一l芝弘主J三笠(引 2
(句、鳥(8α。)d〉 jhlkk m)(ffoi j 
1 (8P. 82 R .J-， 8P. _ 82 R i 1 83 P. I 8P. 

_~I ~~k 一一」ァ+ヲ~~ k ③一一~I+ κ 局 ~ ~~ k 

PkL ¥ 8eo (8α。fL> ~δα。。θ~8α。 jξBθ。 (8α。)φJ 8eo 

the fifth term of (*) is 

= 12N-læT{N2n(r~γ1~1~ t..-1/2¥ (l~ð，~) "，_1I2J2 r~ð，~) fM-1I2J~幽1)
eo / "eoop(n-1/2) ¥"eoOp(Nー112)θ'oOp (N-1I2)θ'oOp(nーνN-1/2)

= 12N-1aT { N2n(ráり31~1~ {_-1/2¥ (l~血1)ω )2 r~ð，~) 
"0 / -eOOD(n 勺 θbOD(N-1I~) θbOn(N-1I2 )(A) v， p，. V'P'- V'p 

fの2工 1
xl ~ '(10 -L  '1 r(l)l(l) 川}
(δθBαA 町αoJαoαめ (N山)(入)
¥ ノOp(n山)

噌…内 f… 82l" i 
= 12N-lc(r~~)Yncovll~九一一~I!!"

町 l町 8eo8α0') u. 

( 8r~:) ^ 8r~:) ~ ^ i フ

×|--LLOα10 L+2k--LQα九αI+O(Nつ，lθα。ouo 町内αo I ....."'80αoδα01 O l 
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the sixth term of什)is 

= 12N-1CET {N2n(r~:))3 (l~I~ {n-112Y (l~A~) ur1!2Y r~A~I; w-1.} eo J ¥'eoOp(n-112) θ'oOp(N-1!2)J I eoOp(N-1) 

= 12N-1CET { N2n(r~γ(l;l)ω )2 (l~~) ω)2 
" (10 目。Op(n-"~)/ 'eoOp(N-"~) 

(A) 

odl) 引 J竹 1 • -1 

x [て斗7(Irtl-N-ii:札)ハ川、
(B) 0 αv  '--'p ¥"ノ

1 82γil) 川川 円、

+ 一一」コて(r~I:Iい九町山)くL> ] } 
2 (8α。')<L> " U:o叫Up(N'T  (B)(A) 

1 川川、 ( 8r~~) θ2α。 。η)(月。oy2> i = 12N-lcr~:J ß~VJ [ I一一一一一一一一+一一一一一トよI I 的 Z (A)lδα。， (δ1tT 'r2> (8α。 γ>~8πT') J 

のい1)
て主7AilqJ仇'!!Ilêe，α ]+O(N勺.
cαo " "(A) 

Term (13): 

[4dET{(q::N12))3(《い112)-{(山Jm)(九山112)))0川
(A) -P'- -P'- -P' '(A) 

(→N-1cβJ必))

=1ロ2N-一l旨Eβ巧Jr且叫 ( N2勺q〈;~川q;ポ円ρ一3l)~1U 
Mパ(N-"") 正川パ(n-'N-"")

(A) -P' P 

8A
ー

l刊 I
-y;1)l(l) て 10"，

eo r~I!I:1)n 1，，-112， ) + O(N勺，同o'On(N-1!2) 同~， α0-llo0n (Nー112) 
P'- UUo v P' -(A) 

where the first term ofTerm (13) was given earlier in Terms (13) to (15) of 
a(Aa) 
ρH旧2 in (伊aユ2勾)and t耐hes田巳c∞on凶dterm 0ぱf打T百ermτ立百n(ο13勾)is 

一山一1明E砂羽柑ずβ巧siA)附JfP円川川A幻勺叫叫叫)ヤ%叫Wyιバd;:rlり)竿与hQα九
oαoυ  
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Term (14): (m(l1) = m(113) = m(Mb) = 0 under m.m.) 

[4n2ETfĴ  {(q~I;M_li2J3 q;日:u-3/2¥}]/ì f~2 i\T-3\ (→ Nセ2β~l1c) ) Tuo t ¥ '10p(N-li2) J '10p(N-3!2) ) JO(n2N-3) 

=4N-7(yr)3EM{N3(lrγ(yr11C3)+YZ)7114C2)+Y:刊 f)
(A) 

+drAbHyrTAbhyFT九川}
p ，- '(A) 

= 4N-1c2(r，川lETuo [ N3 (l~~り3
V 】 (A) 】

x { 'Y~!) '[(m( I1 ))21~:I) ，m仏)(lJf))2，m附 (12γ，(lr))三(0，0)]'
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+'Y~!)'[m(めlfHm山)lZl) ， 2々lr叶 7

+YF1m(4)lr1112γ] " 

fの21n i 
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町 (C) 町 l8θ108α0')可町

( 83[ iム
+二EmldodlEJ{(I(γ))③(Irlr-NlAUnα。)}
2 町lδθ。(δα。'f2>)~αo -uo 

( 84Z i ……《
+二 ET乱 lq0__~I (r~I!I~I!)引> ] 

6 '吋lθθ。(δα。')く.l>)' "'0 "'0' (C) 

+Y21hαokq)1:)-N-lAJ札。)

( 83[ i…… A 

+二ETdLlq'_0__ 句、 I(r~:I~I!)くL> } 
2 1町 l8θ。(δαo')くぷ>)' Uo Uo ~ (D) 

1 072) mm  -1J  1 5V) 川川づ|川、
+~ 一よム~(伺r\υW乙斗LJI町l
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= 4N-1C2(y~:))3 [ 
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-3(yrMETO|-74-|--47fQα Ae，αAe，α'Qα Ae，α 
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×玄 (QT)ゎ(QT)げ(QT)，ー]+ O(N-2)， 
;'，j，k，t'，m'，n') (A) 

where recall that 

…(  83 In i 8λn 1 ."… 
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のj/n i 8λ| 
m(品 b)= i ETθ ，.... /¥')，ムー1-:"(70， ~(r~:)l~:) -N-1A:~11"J 
|川l8θ';8α。') 8α。，Iー可 一町

( 84 l~ 82ん i ，，'…内
+二ETal qo 一一-47|(IUIUYぺ
2 内l8θ'g(8αぷ)φ(8αo't2> ) 

1 83臼
Iflf=一一」芯(p-πT)く3>+N12竺(p-πT). 
一吋 6 (81tT 't"> 'A  8πT 且

(b) N on-studentized estimator θunder Condition B and m.m.: 
N = 0(n3/2) (c* = n3/2 I N = 0(1)) 

The asymptotic cumulants up to the fourth order are the same as those with 
known item parameters except that the following higher四orderasymptotic 

variance of order O( n-1勺 forw is added. 

n山花)=nり刊j)=nETqo[{(yJ:)121))2}opWI)]

=n-mfETnINKy(l)l(占γ}n fU-1¥] 
Iα:0 L ¥. 

" 
(.10 町 Op(N-')

=n一吋*(yJ:))2k帆

(c) N on-studentized estimator θunder Condition C and m.m.: 

N = 0(n2) (c** = n2 I N = 0(1)) 

The asymptotic cumulants up to the fourth order are the same as those with 
known item parameters except that the following higher-order asymptotic 

variance of order 0(n-1) for w is added 

n 72 = n ITEf料γβi品2i?)= n E THh叫α町"o[{(y，ιd;;: ) l4々Jどr?ylγ}九Oの引pバ(仰N-1りJ)J ] 
= n-1c*'功噂百9解E曜'ET"̂[N{引(yι(l)渇l4rr(仏山削A剖叫lηγ)

I川αO 町内 Op(N-1) 

=n1f(yJJ))%。α'QαOL。αo
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A.6.2 Studentized estimator ofθ 

(a)Studentized estimator t =nl/2(d-4)FJ/2undercondition Aand 

m.m.: N = O(n) (c = n / N = 0(1)) 
Only the expectations for the first and third asymptotic cumulants are 
shown. 

(a.l) The first asymptotic cumulant 

n-1/2ー(仏)ニn-1/2a中 (Na(Jl) 今 b(l1) 川)'一 --¥αo¥ J.Op(N-"")-Op(N-"")ノ

=イ山æ~ {Ny~1) I(占 1) 今 ß2il2 Oι 
lα。(よ町内円(N-"") 2 o( Y Go "θ0'α。')

x [mr._ '， q~I; ，，_1!2 ，， (rSl!I~I)n "，-1!2J'l' }. 
"'0η (N-1!2)' αoα。On (1'rU~)
yυ?'  (A) 

l(41)J2=k TI(I)I(l) 
Noting l800p(N-1!2) θoα 1. 110 11100p(N-1/2)， the above result becomes 

Mm(l)FJ/20瓦I
=-n c γn 

'町 2 o(y Go "θ0'αo ') 

×ILohT;?NEM(ICh MfL。αo『QA。αo，L。α。'Qα。]'，

where recall that mGo = v( G 0 -r Go)' r Go = ETα。(Go)and 。α。=rr児叫I:IV)IC1hcidentally，l附 rc.m.s. froωg制 wara
(2010， Theorem 2)， we have 1、Tacov{v(G-1 )，a '} = N acov{v(I:l )，a '} 
and consequently N acov {v( G)， a '} = N acov {v(II1)' a '} (1αis the 

estimator ofthe information matrix 1110 per observation). That is， when the 
IRT model holds， 

{δv(Iα。)}'
L。αoTU叫。(I:mGo?)=ん。α。'Qα。一

cα。
with IG。=Iα。=Q4

(a.2) The third asymptotic cumulant 
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n l/2rh)=が/2[ 9ET{(q幻nU2))2q::NU2mN42)
(A) 

+噌(匂q:払:ふいい←(N-li2)川f円川1ν山町12勺12))2勺)

+什3犯EιT而α町110{(ω(匂q:以:ふいいいhN川ド刊川1νω川イ/ぽ勺12)勺2/叩Nν刊川11ω川j弓勺2勺)ι紅l一3初n宵2~(tο仙州t仏A幻)瓦2 ] 
(A)O(n-2) 

=9n-1引巧0)Eu。(NqUNUmr1/2))

+βJA)E明 (nqtL-42;-13))}FLl

+9n-1I2c2 ß~L'.)E叫Nq::N-J品川))FJ-3n-12pl山瓦2+O(n-η 

= 9n-1/2局同βJO)ι1+9n-1I2cβl(fO)βJA7J+9n-l/2ER込)βJA)FJ
-3n一山月(仏)~2 + 0(n-3/2)， 

where 

p=司叫NQ出r1/2)b::rl/JandfO)ニ E明 (nqtJnU2)br;213))
are used. 

(b)Studentized estimator t*=nl/2(d-θ。)1山 underCondition B and 
m.m.:N =0(n3/2)(f=n3/2/N=0(1)) 

T恥he児巳 叫 e目削叫ctωtωationE九TIlO川Oパ{ω(匂q幻N刊川むω川2勺/}ド=EιTIl叶α叫110{パ{(rバ刈仰:rm)リlJ立31:(r川1ν山/氾12)2
"一→1/2-;:才;-*a(L'.幻 β(L'.的) 

associated with the only added term n し Pth2was given in P2-' 0 

(aユ1).

(c)Studentized estimator f=nl/2(d-θ。)1山 underCondition C and 
m.m.: N = 0(n2) (c** = n2 / N = 0(1)) 

The叫 ectationETα。{(〈い))2}ニETh{(yru:(NlJ2))2}
112ー帥 ρ(I*L'.) a(L'.) 

associated with the only added term n _. -c Pii2 -， was given in P2-' 0 
(aユ1).Note that the added term is algebraical1y equal to the出atof (b) i.e.， 
n一山fβ2=n-Mf*β;;A)
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