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高階古典論理の形式的体系の試作 Ⅰ

兼 岩 龍

1.高階古典論理 を我々は

対象領域 D (空でない集合)

真理値の集合 T-〈T(true),↓ (false)〉

オペレータ p (集合 Aから集合 Bへの関数全体 を

BAJJで表す)

の3者の組み合わせで生ずる集合の上の算術 とみなすことから始める｡ 例え

ばTTJJは1変数真理関数全体からなる集合を表すので

TT〃-〈[plp](恒等関数),- (not),

[pIT](Tの値をとる定値関数),

[pl⊥](⊥の値をとる定値関数)〉

となる.ここで注釈が必要であろう｡まずAからBへの関数とはAxBの

部分集合fが ｢各々のx∈Aに対して,それぞれただ 1つずつ

(x,y)Ef

となるyが存在する｣という条件を満たすとき,この集合fのことをいう｡

即ち通常,写像のグラフと呼んでいるものを我々は関数と呼ぶのである｡従っ

て関数そのものが全射かどうかというのは意味がない｡また変域の指定され

た変数 ⅩとXの式 F(Ⅹ)を用いて,[Ⅹ1F(Ⅹ)]で aに対して F(a)を対応

させる関数を表す｡即ち変数 Ⅹの変域指定がAのとき

lxIF(x)]-((a,F(a)):aEA)

である｡上記において変数 pの変域指定はTである｡

他の例を見てみよう,TTJJT〃はTからTTJJへの関数全体であるから,

これは2変数真理関数全体 とみなすことができる｡>(either),< (both),
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ラ (if)はこの集合の元でこれらをいれてTTjLTJLには全部で 16個の要素が

ある｡αの関数fによる像をjTaと書けば,>,<,⇒ は

>T-[plT], >⊥-[plp],

<T-[plp], <↓-[pl⊥],

⇒ T-[plp], ⇒↓-[plT]

で特徴づけられる｡ここに - はメタ理論(metathoery)としての等号である｡

メタ理論を,本稿においては普通の数学で展開する｡

さらに1階 1変数述語全体はTDJL,1階 2変数述語全体はTDJLDJJ,1階

3変数述語全体はTDJJDγD/∫,2階のTDJJを対象領域 とする1変数述語全

体はTTDppとなる｡ ∀ (全称記号),∃ (存在記号)はTTDJLFEの元 と考え

ることがで きる｡そのようにすれば,通常 ∃X X>yと書かれるものは

∃ [Ⅹ[>xy]と書かれることになる｡ここに変数 Ⅹ,yの変域指定はD,>

はTD〃D〟の元 と考えている｡ 従って順に

1.> ∈TDノJDJJ,

2.>Ⅹ ∈ TDノJ,

3.>Ⅹy ∈T,

4.[】‖>Ⅹy] ∈TD〟,

5.jlxZ>xy]ET

となる｡ ∀,∃ は

∀p- T iff P-[XIT],

∃p-↓ iff P-[ⅩI⊥]

で特徴づけられる｡ここに変数 Pの変域指定はTDノJ,変数 Ⅹの変域指定はD

である｡

我々は

D,T∈朝, A,B∈Ⅶ impliesBA/J∈朝

となる最小の集合 u をD上の論理集合 と呼び,Log(D)で表すことにするO

文字 〟,D,Tからなる文字列が Log(D)の元を表すための条件を求めて

みようou- (JL,D,T)の元で生成される自由半群を 丑 (ここでFLはD,
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T以外の適当な元 と考えてお く),Gtを

Gt-(0,1,2,･･弓

とする.そこで u∈ u,S∈ Gtに対 して

q)(u,S)- S+1,ifu∈〈D,T)ands≧1;

-S-1,ifu-jLands≧3;

-0 ,otherwise

としてuX6tからGtへの関数 甲を定義する. さらに関数 q'(u,S)を基

にして,帰納的に丑×Gtから6tへの関数 少を

¢(E,S)- S,

¢(Xu,S)-q)(u,¢(X,S))

で定める｡ここにEは 足 の単位元,X ∈ 足,u∈ u, S∈ 6tである｡ こ

のときX∈丑＼〈E)が Log(D)の元を表すための条件は

¢(X,1)-2

である.¢(X,1)≧1なら Y∈丑が存在 してXYはLog(D)の元を表す｡

4･(X,1)-0なら,このような Y は存在 しない｡

証明はX∈里＼(E)の長さに関する帰納法で得 られる｡ Xの長さとは

X-ulu2･･･un (ul, 狗,･･･,un∈u)

となる nのことである.

A,A′,B,B'が 空でない集合で組(A,B)と(A',B′)が異なればBAJL

とB′A'jLは集合 として異なるので
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(X∈旦 ;¢(X,1)- 2)

の異なる元はLog(D)の異なる元を表すことになる｡ 従って

Log(D)-〈X ∈旦;4J(X,1)-2〉⊂里

と考えてよい.そのわけは,半群 足の元で Log(D)の元に対応するものを

Log(D)の元で置 き換えた 里に対等な集合 B′に丑と同型な半群構造を与

え 里 の代わりに考えることにより実現できるということによる｡なおこれら

のことはD-Tの場合にも当てはまるように議論を進めてきた｡D-Tの

ときはuが 2元集合,従って丑が 2元生成 となるのである｡

前にαの関数fによる像をfaと書いたが,これを我々はもう少し拡張し

て′とαの積のように思いたい｡例をみることにしよう｡

D-(0,1,2,･･･)

のときC>a+bをポーランド記法で書けば>C+abとなる｡

>∈TDJJD/∫,+∈DD/JDJJ

と考えられる｡変数 a,b,Cの変域指定はDである｡我々は意味 として,

1.> ∈TD/JD/∫, C∈D,

2.>C ∈TD〝, + ∈DD〝D/J,

3.>C+ ∈TD〝D/J, a∈D,

4.>C+a ∈TD〝, b∈D,

5.>C+ab∈T

と思うことができる｡ この例で2.から3.へのステップを除けば,例えば

4.か ら 5.へのステップで >C+aを′,bをαと思 うことによ り,

>C+abが′によるαの像faとなるように,すべて前の定義で説明でき

るが, 2.から3.へのステップはそうはいかない｡これを説明できるよう

にするため,少し準備しよう｡

A∈Log(D)に対 してAの特定の元を表すために,我々は定数記号 (con-

stant)を用いる｡ 既出のものでいえば,

T,⊥,-,>,<,ラ,∀,∃,>,+

がそうである.これに対 して,Aの不特定の元を表すために,変数記号(vari-
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able)を用いる｡各変数記号はあらかじめ変域指定されているものとする｡定

数記号,変数記号は使われるときには品詞 (Wortart(G),wordcユass)が決

まっている｡定数記号については,それが属しているとされるLog(D)の元,

変数記号については,変域指定されたLog(D)の元が品詞 となる｡ 定数 (記

号),変数 (記号)および [変数 l句]の形のものを語 (Word)と呼ぶことに

する｡ 句は一定の文法に従った語の列である｡語にはLog(D)の元が品詞 と

して決まっているものとする｡tを語の列,αを語 とする｡また tの品詞が定

められている状態を考える｡tの品詞はLog(D)∪〈E,FE)の元が想定されて

いる｡

まず語の列 としての空列の品詞はEであるとする｡

次に語列 (Wordsequence)tの品詞がEで語 αの品詞がA∈Log(D)の

とき語列 taの品詞はAであるとする｡taの意味は勿論,語列 tの後に語 α

を継ぎ足した語列を意味する｡

次 に語 列 tの品詞 がBAFL(A,B∈Log(D))の形 で語 αの品詞 が

AC(C∈里)の形に書けるときtaの品詞をBCとする｡ このとき

¢(A,1)- ¢(AC,1)- 2

より¢(C,2)-2,また ¢(β,1)-2であるから,

¢(βC,1)- 2

即ちβCはLog(D)の元である｡ このことの意味は次のようになる｡Cは

¢(C,2)- 2より,

C- C,JL･･･C2JLCIFL(Cl,･･･,C,∈Log(D),r≧0)

と書けるから (図 1参照),αは品詞が Cl,･･･,C,であるような r個の語

β1,･- ,βγを順に αの右に置 くことにより,品詞が Aになる｡即ち αは

Aの元を値 とする r変数の関数 としてのはたらきがある｡tはAからBへ

の関数 とみれるので,taはその合成関数 と見なせる.特にC-Eの場合は前

の定義 と一致する｡ 即ち taは関数 tによるαの像 とみなせる｡

最後に tとαが上記組み合わせ以外の品詞をとるときtaの品詞はJLであ

るとする｡
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図 2

以上で語列の品詞が帰納的に決まる｡ 語列はその品詞が Log(D)の元であ

るとき,句 (phrase)と呼ばれる｡ 句は品詞がDであるとき名詞句 (noun

phrase,substantive),Tであるとき文 (sentence)と呼ばれる｡また品詞の

冒頭がDであるとき指名語 (designate),Tであるとき述語 (predicate)で

あるという｡ 名詞句は指名語の一種,文は述語の一種である｡

ここで [変数 l句]の形の語の品詞を定めておこう｡ 変数 Ⅴの品詞をA,

句 tの品詞をB とするとき,[vrt]の品詞をBAJLとするのである.この形

の語を合成語 (synthesis)と呼び,このときtを合成語の語幹 (stem),Ⅴを

接頭変数 (prefixedvariable)と呼ぶことにする｡

前に品詞の文法(〟以外の品詞が T,D,〟をどのように並べて作られるか)

をみたとき,中という関数を導入したが,これと同様に,今度は語列の文法

をみるために関数 4,1を導入しよう｡品詞がAであるような語列 島の右に語

列 tを置いたときの語列 もtの品詞を ¢1(i,A)で表し,語列 tのAに対す

る相対品詞 (relativewordclass)と呼ぶことにしよう｡ 勿論,Aに対する相

対品詞は,品詞がAでありさえすれば語列 ものとり方によらない.

まず任意の語列 tに対 して ¢ 1(i,A)∈Log(D)となる品詞 Aが存在する

ことがわかるO なぜなら,tが語 α 1,･･･,α,の列

*)BC-DまたはTの場合,この矢線は@または⑦に入る｡
**)β′C′-DまたはTの場合,この矢線は⑳または⑦に入る｡
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t- al･･･a,

であるとき,Cl,･･･,C,を各々α1,･･･,α,の品詞,もを品詞が

A-BC,JL･･･CIJL(BE Log(D))

であるような句 とすれば,
∫

¢1(ちt,E)- ¢1(i,A)-B∈ Log(D)

となるからである｡

このように絶対品詞 (Eに対する相対品詞,即ち品詞)が〟であるような

語列 も無意味 というわけではない｡今の場合 あの右に tを置 くことにより,

品詞がβ となるからJにはβC㌦ ･- G〝からβ-の関数 としての働 きが

ある｡即ち tはもの右に置かれるとき,｢働 き｣ としては

ββC,〃･･･Cl/叫

の元のように振舞う｡

このような,語列 tの ｢働 き｣の型はBを度外視 しても一意的には定まら

ない｡例をみよう｡

f-∀Px

とする｡ここに∀ は品詞 TTD仰 の定数,Pは品詞 TDJJの変数,Xは品詞

Dの変数である｡B∈ Log(D)とすれば,tはそれぞれ

1.Al-BDFLTDJFJLTTDpJLJL,

2.A2-BTFLTTDJFJFJL,

3.4 3-月D〟T/J

に対 して相対品詞が B となる.tl,ち,左をそれぞれの品詞がAl,A2,A3で

あるような句 とすれば,tl,ち,t3の右に tを置 く ｢働 き｣ の型はそれぞれ

1.BED/JTD〟JLTTDpFEFLJL,

2.BBTJLTTDFLjLFLP,

3.BBDJLTJJFL

となる｡

AをLog(D)の元,tを品詞 Aの句で語の列 α1･･･α,で出来ているもの

としよう,いますべての q< rに対 して,
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¢1(α1･･･αq,E)-ACq(E≠ Cq∈ 旦)

となっているとき,=ま純正 (pure)であるという｡ 純正な句,指名語,述語

はそれぞれ純正句,純正指名語,純正述語 と呼ばれる｡ 語,名詞句,文は純

正句である｡

定理 1.1.A,AC,BをLog(D)の元 (C∈ 里),tを品詞 ACの純正句

とする｡このときtのBAFLに対する相対品詞はBCである｡

証明.語列 t- α1･･･α,を品詞ACの純正句とすれば,q<Yに対して,

¢1(α1･･･αq,E)-ACCq(E≠ Cq∈里)

と置ける｡このときCq_1 は

Cq_1 - HkjL･･･H2〟HIJL(Hl,･･･,Hk∈ Log(D),k≧1)

の形だから,Cq_1 - GHFE(H ∈ Log(D),G∈ 丑)と置けば,

ACCq_I -ACGHp(ACGE Log(D))

となりαqはHJU∈旦)の形の品詞をもたなければならない.このとき

Cq- GJである｡従って,Sを品詞 BAFEの句 とするとき

¢ 1(Sα1･･･αq_1,E)-BCCq_1

を仮定すれば,BCCq_1 - BCGHJLであるから

4･1(Sα1･･･αq,E)-BCGJ-BCCq

を得ることができる｡¢1(Sα1,E)-BCClは見易いので,結局

41(Sα1･･･α,_1,E)-BCC,_1

が得られる｡ また 4･1(i,E)-ACであるから,

C,_1 - KFE(K E Log(D)),

直 (α,,E)- K

とならねばならない｡よって

4･1(t,BAIL)-¢1(st,E)-BC

となる｡ 証明終 り｡

この定理は ｢純正句は文法上,語のように振舞う｣ ということを意味して
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いる. 即ち tが純正句ならば,任意の句 Sにたいして,

(*)forallα∈Word,

4,1(α,E)- 4･1(i,E)implies¢1(Sα,E)- ¢1(st,E)

が成 り立つ｡ここにWordは語全体からなる集合を表す｡しかし

定理 1.2.tが純正でない句の場合は (*)が成立 しない句 Sが存在する.

これを示 しておこう｡i-α1･･･α,が品詞 Aの純正でない句のときは,あ

るq< rに対 して

forsomeCl∈ 旦＼〈E),ill(α1,E)-ACl ;

forsomeCq_1∈ 旦＼(E),¢1(α1･･･αq_1,E)-ACq_1;

forallC∈ 足＼〈E),4,1(α1･･･αq,E)≠AC

となるo このときCq_1 - Kp(K∈Log(D)), ¢ 1(αq,E)-K

と置ける｡ さもな くば

forsomeC∈ 旦＼〈E),4･1(αll･･αq,E)-AC

となってしまうからである｡ そこで前述の定理の証明 と同様にして

4,1(α1･･･αq_1,TAIL)-TCq_1 -TKFL

が得 られるので,

在(α1･･･αq,TAIL)-T.

したがって 4 1(i,TAIL)-JL.αを品詞 Aの語,Sを品詞 TAJLの句 とすれ

ば ¢1(Sα,E)-Tであるが ¢1(st,E)-JLとなる. これで (*)が成立 し

ない句 Sの存在が示された｡

2.形式的体系.前節では意味を考えながら高階古典論理の形式を模索し

てきたが, ここでは [,]の 2つの記号の列を考える｡ 即ち ([,]〉で生成さ

れる自由半群 沢 の元をあつかう｡まず,

巨 [],〟- [[]],T-[[[]]],D-[[][]]
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とする｡ lは区切 り記号 (terminator)として,JJ,T,Dは前節の uの元

として扱 うが,もはやその意味は前面に出さないことにする｡ここでは 足 は

u-〈JL,T,D)で生成される沢 の部分半群*)である｡ 即ち旦- くu〉.

*)本稿では単位元をもつ半群を単に半群と呼ぶ｡
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前節でLog(D)と書いたものを,以降 Logと書 くことにする｡ 即ち

Log-〈X ∈足;4,(X,1)-2).

定数とは,ここでは

[A IB](A∈Log,B∈丑)

の形の9tの元で,Aでその品詞を表し,Bはコー ドとして使うことにする｡

即ち,定数全体をConstで表せば,

Const-([A IB];A∈Log,B∈ 旦).

変数も同様で,

Var-(llA LB]:AELog,BE A)

としてVarの元を変数と呼ぶ｡以下 Syn(合成語全体),Word(語全体),

Wdsq(語列全体),wcf(品詞関数).I9t-釈,phr(句全体)が次のように

して帰納的に定まる :

Syn -(lXls];Ⅹ∈Var,S∈phr);

Word-CollStUVarUSyn;

Wdsq- 〈Word);

ifAELogandBEB,wcf(lA IB])-A:

ifA∈LogandB∈足,wcf([IA LB])-A ;

ifxEVarandsEPhr,wcf(lxls])-wcf(S)wcf(x)JL:

ifnot′∈Wdsq,wcf(/)-〟;

wcf(E) -E;

ifs∈Wdsq＼(E〉andα∈Word,

wcf(Sα)-AC,ifforsomeA,B∈LogandC∈里,

wcf(S)-ABJLandwcf(α)-BC∈Log;

-〟, otherwise;

phr-〈S∈況 ;wcf(S)∈Log).

関数 wcfは前節で出てきたS∈Wdsqの関数 ¢1(S,E)の定義域を9tに拡

張したものに他ならない｡前節の言い方をすればwcf∈況況JLである｡

X∈Bの関数 ¢(X,1)についても同様な扱いができる｡
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[-1, ]-2

とし,沢 の元即ち[,]の列を数字 1,2による2進法展開とみる｡特に空列

Eについては,これを0とみる｡ 従って,右辺では通常の10進法を使うこと

にすれば,

E-0,[-1,]-2,[[-3,[]-4, ][-5,]]-6,

[[[-7,[[]-8,･･･

となる.このようにして',沢 とGt-〈0,1,2,- ･)を同一視した上で,

関数 ¢(X,1)の定義域を足から沢 に拡張し,notX ∈ 里のときは,値を

E-0としたものを,trnと記せば,trn∈ 況DtFE,

Log-〈X ∈ 況 ;trn(X)-]〉

となる｡

2.1.推論.文全体をSentとすれば

Sent-〈6∈況 ;wcf(o･)-T)

である｡Stsq- くSent〉とし,Stsqの元を文列と呼ぶことにする｡今,文列

∫,』に対 して

I'- Ill･･･Zl,,

4 - 41Il1A 2Z12 ･ ･ ･A,I',A,+1

となるような

Ill,･･･,Il,, Al,･･･,A,.1∈Stsq

があるとき,IlをAの部分文列と呼ぶ.空列は任意の文列の部分文列である.

また文列 rは文列 rの部分文列である｡部分文列が文のとき,我々はこれを

部分文 と呼ぶことにする｡

次に

文 [文列]文 ･･･[文列]文

の形,即ち

TlIll]61･I･lIl,]o･,

(Ill,･･･,Il,∈Stsq,61,･･･,6,,f∈Sent)
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の形の 沢 の元を我々は推論 (inference)と呼ぶ｡これは次のように ｢解釈で

きる｣ ことを前提 としてデザインされている :

｢I11の部分文たちを仮定すると文 o･lが得 られ,

●●●●●●●●●●●●●●●●●●ナ

1㌦の部分文たちを仮定すると文 6,が得られるならば ;

それらから文 Tが推論できる｣.

文列 F l,- ･,Zl,は空 (-E)であることが許され,r-0であることも

許されている｡ Ilq-Eの場合,[zlq]6gの部分は []6qと書いても,[]-

[だから l6qと書いても同じことである｡ modusponensという推論は

Tl6I⇒ 67 (0･,T∈Sent)

と書 くことができる｡r-0の場合,推論は文 となるが,文 Iの推論 として

の解釈は

｢前提無しに文 Iが推論できる｣

である｡

2.2.推論の 3変形 ･演轟軍国.まず推論の3種類の変形,合成推論 ･部分推

論 ･消去推論について説明する｡

Ⅰ)合成推論. 2つの推論

L - 7Tq lIll]61･･･[F,]o･,,

x-V[A l]11･･･[Aq]Tq･･･[As]Ts

があるとき,

入-V[Al]fl･･･[A q Ill]0･1･･･[A qZl,]6,･･･[As]Ts

とする｡このとき1はLを上部,xを下部 とするLとxの合成推論であると

いう｡ また文 7Tqは合成のkeyと呼ばれる｡

A q-Eのとき,｢推論 L,X が正しければ,推論 九も正 しい｣ことを認め

るのに異存はないであろう｡△ q-Eでないときを考える｡このとき, Lによ

れば 句を推論するのに,前提 としては

rI11 (Illの部分文たち)を仮定するとo･1｣,
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････････,｢Il,を仮定するとo･,｣

しか要らない｡ところが xの前提の1つとして 7Tqを導 くのに △ qを仮定して

よいのだから,｢o･1- ･0･,を導 くのに△qも仮定してよい｣ というのが合成

推論を定義する理由である｡

II)部分推論.A l,･･･,A ,がそれぞれ Zll,･･･,Il,の部分文列で

あるとき,

x-T[Al]61･･･[A,]6,

を

L エア[zll]61･･･[I',]6,

の部分推論 とuう｡ ｢推論 Lが正 しければ,推論 xも正しい｣ことは,もとも

とLにおいて｢qqを導 くとき,Ilqのすべての部分文を使わなくてもよい｣こ

とから,承認されなければならない｡

ⅠⅠⅠ)消去推論.oTqが Ilqの部分文であるとき,

x-flz11]0･1- ･[F q_1]oTq_1[Ilq.1]qq.1- ･[Il,]6,

を

L-T[Fl]0･1･･･[T,]o･,

の消去推論 という.｢推論 Lが正しければ,推論 xも正しい｣ことは,Lにお

いて [Ilq]oTqの部分が ｢自明な前提｣となっていることから,認めざるを得

ないであろう｡また,推論 上から消去を繰 り返 して得 られる推論 もェの消去

推論 と呼ぶことにしよう｡

少し例をみることにする｡

L(0･,I,V)-⇒ 0･vl⇒ 0･Tl⇒ TV

≪三段論法≫

x(6,I)-⇒ 0･T[0･]T

≪⇒導入≫

(6,I,V∈Sent),

(o･,f∈Sent),
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^(o･)-6l⇒To･

≪T除去≫

とする｡

(̂I)-IJ三二J

を下部,

L(T,.o･,I)- ≡ユJ l∋ To･l∋ 61

を上部 として合成推論を作れば,

Tln 6l⇒ o･T.

この推論の上部に

x(T,o･)- n o'[T]o･

を合成すれば,

f[T]o･l∋ o･T.

この部分推論をとって

71

(♂∈Sent)

[T]♂
=>Tql=>67

l⇒TI
一r

方(0･,I)-石 o･l⇒ o･T

即ちmodusponensが得 られた｡ これを図にすれば右上のようになる｡

また x ≪⇒ 導 入 ≫ と 7r≪modusponens≫から

=>=>6 =>fV =>7 =>0'V

が次のようにして得 られる :

1. ⇒ ⇒ 6⇒ TV ⇒ 1 ∋ の′[⇒ 0･∋ TV]⇒ f⇒ 飢′

2.う で ⇒ 0･V[T]∋ の ノ

蛋-x(∋ o･⇒ TV, ⇒ 1 ⇒ 飢/)≫,

≪-x(I, ⇒ のノ)≫,

3. ⇒ ⇒ o･∋ TV う で ⇒ 0･V[∋ 0･⇒ TV l]⇒ 0･V ≪1.と2.の合成≫,

4. ∋ の′[♂]γ ≪- 〟(♂,γ)≫,

5.⇒ ⇒ o･⇒ IVう で ∋ 0･V[⇒ 0･⇒ TV 1 O･]V ≪3.と4.の合成≫,

6.vl石 う でV ≪-7T(1,V)≫,

部はkeysentence.
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7.⇒⇒ 6⇒ TV⇒ 1∋ 0･V[⇒ 6∋ TV I O･]JT[⇒ 0･⇒ TV T 6]∋ TV

8.⇒⇒ 6⇒ TV⇒ 7⇒ 0･V[∋ 6∋ TV 7

9.⇒ TV l6J⇒ 6⇒ TV

10.⇒⇒ o･∋ TVゴ ア⇒ 0･V[⇒ 6⇒ TV 7

Ttノ

ll.=>=>6=>TV=>7=>0'V

図にすると,右下のようになる｡ 図式

の中で極上部にある文は左隣 りか文の

位置より下部の [ ]内に同文がある

とき消去できる｡このような図を演揮

図あるいは証明図という｡

ここで演揮図とは何かを定義してお

こう｡ 1)推論

TlTl]61･･･[Il,]o･,

があるとき,これに対応する図式

≪5.と6.の合成≫,

6]∋ IV ≪7.の消去推論≫,

≪-2t(6,⇒ TV)≫,

6]6[∋ 6⇒ TV T 6]⇒ 0･∋

≪8.と9.の合成≫,

≪10.の消去推論≫.

消去 消去
l6 l⇒ o･∋ TV

[7]⇒ 6V

[∋ o･⇒ fV]⇒ T⇒ 6V

=>=>o'=>TV=>T=>6V

[rl]61･･･[zl,]o･,

7{

7T

〟

〟

〟

1

は演揮図である｡[Ill]0･1,･･･,[11,]6,をこの演揮図の極上部前提 という｡

極上部前提には左から順に順位をつけることができる｡ 2)A が演揮図で,

A の極上部前提を左から順に

[Al]11,･･･,[Aq]Iq,･･･,[As]Ts

とする. このとき推論 7Tq[rl]61･･･[I',]o･,があれば,Aの極上部前提[Aq]

1gの上に図形

[I11]61･･･[Il,]6,

をつけ加えてできる図式 A′も演揮図である｡演揮図 A'の極上部前提は左

から順に
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[Al]11,- ･,[A q_1]Tq_1, [111]61,･- [Il,]6,,[A q.1]Tq.1,- ･,

[As]Is

である｡ 3) 1)で与えられる図式を基に2)を繰 り返 し適用してできる図

式が清輝図である｡

演揮図が与えられれば,その演揮図に出て くる推論を次々と合成 してでき

る最終の合成推論 Vが何になるかをみることができる.

p-V[A l]11･･･[As]Ts

とする｡ 演揮図の極上部前提のうち,一番左にあるものを[文列]Iとすれば,

f1-7である｡ A lは Iの左隣 りか Tの位置より下部の [ ]内にでて くる

文列を,下にでて くるものから順に並べてできる文列である｡[A2]T2以下 も

同様で,Sは演鐸図の極上部前提の数 となるotノは演揮図の一番下にある文で

ある｡合成推論 γが得られれば,消去推論によって,無駄な前提を省 き,必

要ならさらにその部分推論をとることもできる｡

演鐸図を沢 の元 として表現することも可能である｡例えば,次のようにす

ればよい｡ 1)まず,浜揮図にでて くるすべての前提および最下部の文に,

下方優先 ･左方優先の順位をつけて

α6 α7
α4 α5

α2 α3

α1

のようにする｡ ここにα1は文,α2,- ･は [文列]文の形の沢 の元 (前提,

premiseと呼ぶ)である｡2)上昇記号 †-T- [[[]]]-70,下降記号 J-

D-[[][]] -74を用いて,

(*) α1†α2α3†α4α5†α6α7†∫Jα8J∫

のようにして浜揮図を表すのである｡

(*)のような沢 の元を浜揮図と呼んでもよい｡それでは

α1∈Sent,

a2,･･･a,E Premise-(lIl]6;IIE Stsq,6ESent)
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のとき,列 α1α2･- αγにどのように記号 †, Jを挟み込んだものが演鐸図

なのかという問いが残るが,これは前に述べた演揮図の定義 と同様に考えれ

ばよい｡即ち1)α1∈Sent;α2,･･･,αγ∈Premiseのとき

A -α1†α2･･･α,J

は演揮図である｡ 左から順に α2,･･･,α,が A の極上部前提である｡

2)A -AαB(A,B ∈況 ;α∈Premise)が演揮図で αが A の極上部前

揺,β1,･･･,Ps∈Premiseのとき,

A'-Aα †Pl･･･PsJB

も演鐸図である｡A の極上部前提を左から順に

α1,･･･,αq(-α),･･･,α,

とすれば,Aの極上部前提は左から順に

α1,●●●,αq_I, 61,...,Ps,αq+1,●●●,α,

である｡ 3) 1)で与えられる演鐸図を基に2)を繰 り返し適用して演揮図

とされるものが清輝図 (deductionmap)である｡

演鐸図は冒頭が文で以下 †, Jと前提の列であるが,この列から冒頭の文

および列にでてくるすべての前提たちを除き,†とJだけの列 富 を作れば,

E はいわゆる†, Jのproperpairingになっている｡ ここでpairingについ

てふれておこう.Dtから沢 への関数 trnpが

trnp(E)- 2-];

ifX ∈況andtrnp(X)≧2,trnp(X[) -trnp(X)+1;

ifX ∈況 andtrnp(X)≧4,trnp(X])-trnp(X)- 1;

ifX ∈Dtandtrnp(X)∈ (2,3),trnp(X])-trnp(X)-2;

ifX∈況 andtrnp(X)∈〈0,1),trnp(X[)-trnp(X])-0

で定義されるとき,

Pprng- (X ∈Dt;trnp(X)-1)

の元を ([,]の)properpairing,

Prng- くPprng〉

の元を ([,]の)pairingという｡ また 符が半群 Dtから半群 沢 への単射準同
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､ [ 〈 [ [

〇 一二 →〇 二 〇±

図 4

75

型のとき,それぞれ

符(Pprng),q(Prng)

の元を 符([),符(])のproperpairing,符([),〟(])のpairingという. Dt-

況 なる準同型 77は組 (符([),77(]))で決まるので,

7- (ヮ([);〟(]))

と書 くことにする｡このとき

定理 2.2.1.X,Y∈Pprng,X ≠ Yならば(X ;Y)は単射準同型であるO

が成立する (次の定理 2.2.2の系 として得 られる)ので,前述の ｢E はいわ

ゆる†, Jのproperpairingになっている｡｣の意味 は明瞭であろう｡ 即ち

=∈(I;J)(Pprng)を意味する.このことは演緯図の定義から明らかであ

ろう.逆に (I;J)(Pprng)の元 Eが勝手に与えられたとき, †としの列

富に文,前提を挟み込んで演揮図を作ることが可能なことも,演揮図の定義

から了解されるであろう｡

すでに読者は l,〟,T- †,D- 1および語が Pprngの元で,語列,文

列,前提,推論,演揮図などが Prngの元であることに気付いていることと思

うが,このように定義 したのは,それらをgtの元 とみたときの読み方の一意

性を保証するためで,それは次の定理による｡
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定理 2.2.2.Xl,･･･,X,, Yl,･･･,Ys∈Pprngに対 して

Xl･･･X,- Yl･･･Ysならば

r- S,Xl- Yl,･･･,X,-Y,.

この定理は ｢XY-XZならば Y-Z｣とPprngの定義を用いて rに関す

る帰納法で得 られる(図 4参照)｡これはpairingをproperpairingの列 とみ

たときの一意性である｡ 同様に文列を文の列 とみたときの一意性 も成立する

(図 2参照)｡また

Radical-SentUPremiseU日 , 日

とすれば,(Radical)の元をRadicalの元の列 とみたときの一意性が成立す

る｡推論,演揮図はくRadical)の元であるから,これらをRadicalの元の列

として読む読み方の一意性が保証される｡

話を浜揮図にもどそう.演揮図 A をRadicalの元の列 とみて,これから冒

頭文 (最下部の文)とすべての前提を取 り除いて †, Jだけの列 =(A)を作

れば

g(A)∈ (†;J)(Pprng)

で,逆に勝手な (†;J)(Pprng)の元 1Tをとれば =(A)-11となる演緯

図 A が存在することは前にふれたが,1Tにどのように文,前提を挟み込めば

演揮図となるかということには触れていなかった｡これは次の条件を満たす

ように挟み込めばよいことがわかる｡

条件D.A-Xl･･･X,(Xl,･･･,X,∈Radical)のとき

1)r≧3,Xl∈Sent,x 2-I,X,-1;

X3,･･･,X,_1∈PremiseU日 , J〉;

2)Xq- †ならばXq_1∈SentUPremise.

A が演揮図のとき条件Dが満たされることは,定義より明らかである｡逆に

｢A∈ くRadical〉が =(A)∈ (I;J)(Pprng)と条件Dを満たせば浜揮図
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である｣ ことは,列 A に含まれる†の数に関する帰納法で得 られる｡

77

2.3.語列への定数,変数の関連.定数,変数を原始語 (primitiveword)

という｡ 語列は文字 どうり語の列であるが,合成語の部分を分解 して [,変

数, J,句,]に分けることができる｡さらに句の部分を語に分け,合成語

がその中にでてきたら,また分解する｡ このような操作を続けると語列は最

終的に原始語, [, ], Jの列に分解される｡ 語列 tをこのようにして

J=α1･･･αr;

al,･･･,a ,E il, ],DuConstUVar

と分解 したものを語列 Jの原始語分解 と呼ぶ｡

今, 2つの関数 change,Ⅹi∈現況p を定義してお く｡即ち

change(X)- I,ifX - [:

- T,ifX -I,

- J,ifX -];

- X,otherwise,

ifnotX EPrng,xi(X)-E:

Xi(E)-E;

ifX E Prng,xi(XT)- xi(X)T:

ifX ∈Prng,Xi(XJ)-Xi(X)J;

ifX ∈PrngandY ∈Pprng＼日 , 日 ,Ⅹi(XY)-xi(X).

サブセクション2.2の =(A)は関数 xiを用いてⅩi(A)と書ける｡

語列 tの原始語分解 (α1,･･･,α,)から

A -A(i)-change(α1)･･･Change(α,)

を作れば

A ∈ 〈Radica12),Ⅹi(A)∈ (千;J)(Prng)

である｡ ここに

Radica12-PrimitiveUPrevU日 , 日 ,

Primitive-CollStUVar,
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Prev-〈】Ⅴ;Ⅴ∈ Var)

とする｡ このようにすれば,A(i)をRadica12の元の列 とみたときの一意性

が成立する.A(i)を語列 tの構造図という｡例えば,通常

∀Ⅹ(Ⅹ>0⇒∃y y2-Ⅹ)

と書かれる文は,ここでは

∀[Ⅹl⇒>Xo∃[yl… ･yyx]]

と書かれる｡ その構造図は

∀ 1Ⅹ †⇒>Xo∃ly†… ･yyxJJ

で,演鐸図と同様に図でしめせば

≡●yyX
⇒>Ⅹo∃ Iy

∀ Ⅹ

となる｡ ここに

∀,∃,ラ,>,≡,･,0∈Const,

X,y∈Var(Ⅹ≠y),

wcf(∀)-wcf(∃)-TTD仰,

wcf(ラ)-TTJJT〟,

wcf(>)-wcf(≡)-TD/JDJJ,

wcf(･)-DDノJD〟

wcf(0)-wcf(Ⅹ)-wcf(y)-D

であるものとする｡

関数 invchange∈ 況況JLを

invchange(X)-[,ifX - (,

-(,ifX - T;

-],ifX - ∫;

- X,otherwise

で定義すれば,

tE Wdsq,A - A(i),
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^ -Xl･･･X,(Xl,･･･,X,E Radical2)

のとき,

t-invchange(Xl)･･･invchange(X,)

となり語列 tの構造図 A から語列 tを再生させることができる｡

A が語列の構造図であるとき

条件S.A -Xl･･･X,(Xl,･･･,X,∈Radica12)ならば

1)Ⅹi(A)∈ (†;J)(Prng), 2)Xq∈PrevならばXq.1- †,

3)Xq- †ならばXq_1∈Prev,Xq+1∈PrevUPrimitive.

/-9

が満たされる｡しかしA∈ くRadica12)が条件Sを満たすからといって Aが

語列の構造図になるとは限らない｡合成語が [変数 l句]の形をしていなけ

ればいけないからである｡語列の構造図全体を我々はStrmで表し,この元を

単に構造図 (structuremap)と呼ぶことにする｡関数 lambda∈況況JLを

1ambda(i)-E,ifnottE Wdsq:

- A(t),iftE Wdsq

と定義すれば

Strm-lambda(Wdsq)

である｡ また関数 invlambda∈yt況JLを

invlambda(A)-invchange(Xl)･･･invchange(X,),

if A E Strmand

forsomeXl,･･･,X,ERadica12,A - Xl･･･X,:

-E,otherwise

で与えれば,

invlambda(lambda(X))- X,ifX E Wdsq;

-E,otherwise,

1ambda(invlambda(X))-X,ifX E Strm:

-E,otherwise
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となる｡

t∈Wdsq,lambda(i)- Xl･･･X,(Xl,･･･,X,∈Radica12)とす

る｡原始語 αが Xl,･･･,X,の中にあるとき,α は語列 tに関連するとい

う｡また α- Xqが列 Xl･･･X,の中で左から数えて S番目のPrevUPrimi-

tiveの元であるとき,αはS番目で tに関連するという｡

さきほどの例

i- ∀[Ⅹl∋>Xo∃[yl… ･yyx]]

について,関連の表を作れば

∀ [ Ⅹ l => >Ⅹ o ∃ [y l≡ ･ y y x ] ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ll1213

∀

∃
)

>

≡
･

o

X

y

○

○

○

○

○

○ ○

○

のようになる.変数 Xについていえば,Ⅹは5番目と13番目で tに関連する.

原始語 αが S番目で tに関連し,構造図 lambda(i)において S番目の位置

より下部に rα(∈Prev- 〈lv;Ⅴ∈Var))がないなら,αはS番目で tに

真に関連する,または自由関連するという｡ l定数 はPrevの元 となり得な

いので,定数の関連はいつも真の関連である｡ 例

t-∀[Ⅹl⇒ > Xo∃[yl… ･yyx]]

において真の関連をする変数はない｡

t- ⇒ >Ⅹ o∃[y l… ･ yyx]
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高階古典論理の形式的体系の試作 Ⅰ

においてXは3番目と11番目で真に関連する｡

紙面の都合上,つづきは次回に譲 りたい｡
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