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1.まえがさ

独立な到着過程の複数のタイプの客が到着し,すべてのタイプの客が揃った

ときに,扱い者が各タイプの客を一人ずつ受け入れて同時にサービスを行うよ

うな待ち行列を同時サービス並進待ち行列と呼ぶ (2)｡例としては,複数の下

請会社からの部品の到着を待ち,それらのすべてが揃ったときに組み立てを行

う工場やデータフロー計算機などが挙げられる｡この待ち行列システムはトラ

フィック密度の大/Jりこよらず,本質的に不安定であることが知 られてい

る(1) ･(2)｡ このため,現実のシステムにおいては何らかの安定化のための方

策が必要となる｡これには入力制御 (到着率の制御),客の途中放棄,待合室

の容量制限などが考えられる｡文献(2)～(4)には入力制御,文献(5)には客の途中

放棄のある場合のシステムの特性が詳細に述べられている｡容量制限に関して

は,文献(2)において,シミュレーションによるシステム特性が簡単に考察され,

又,文献(6),(7),(8)では理論解析が行なわれている｡これらの容量制限モデル

では,客のタイプ毎に個別の待合室を持っている｡これは,組立工場でいえば,

部品毎に個別の倉庫又は部品置き場があるシステムに対応する｡しかし,一つ

の大きな倉庫又は部品置き場にすべての種類の部品を一緒に格納するような場

合も考えられる｡即ち,到着するすべてのタイプの客が待合室を共有するシス

テムである｡
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本論文では,この共有待合室を持つ有限容量同時並進サービス待ち行列を文

献(8)の個別待合室の場合と同様のモデル化により､連続時間マルコフ連鎖とし

て解析する｡ 解析を容易とするため,指数サービスで二つのポアソン到着過程

を持っモデル (2並進モデル)のみを扱う｡

有限容量待合室の場合,待合室が満杯のときに到着した客は当然ながら待合

室には入ることはできない｡2並進の共有待合室モデルで,対を作っていない

一方のタイプの客が存在する状態で待合室が満杯になった場合には,本来,対

を作るために必要な他方のタイプの客の到着も許されなくなり,個別待合室モ

デルに比べて,あふれ率の増加やシステムのスループットの低下等が予想され

る｡ そこで,本論文ではこれを避けるための一つの制御法として,追い出し制

御 (到着時に待合室満杯の場合には対になっていない相手方の客を追い出す)

を提案する｡

追い出し制御を行わないモデル,及び,追い出し制御を行うモデルのそれぞ

れについて,平均システム内客数,あふれ率,受け入れ客数率等を求め,その

特性を明らかにする｡これにより,追い出し制御の効果も検証する｡又,文献

(8)の個別待合室の場合との比較も行う｡

2.モ デ ル

本論文で対象とするモデルは図1のようなものである｡二つのタイプ (タイ

プ1,タイプ2)の客が共有待合室 Qにそれぞれ到着率 ス 1, Å 2でポアソン

到着する｡扱い者は待合室に両方のタイプの客がそれぞれ少なくとも一人いる
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図1 有限容量同時サービス並進待ち行列 (共有待合室)
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図2 図1に等価なモデル

ときに,先着順に両方のタイプから一人ずっ客を受け入れて,同時にサービス

率FLの指数サービスを行う. システム全体が空の状態のときに到着した客は,

サービス施設内で他方のタイプの客の到着を待つ｡ サービス中の客を含めた待

合室 Qの容量は2Mである.したがって,両方のタイプの客の合計が2M人

までの到着が許されるが,片方のタイプの客だけで2M人を占めることはでき

ない｡これは,デッドロックを防ぐため,サービス施設内では,他方のタイプ

の場所を占有できないことにするためである｡したがって,各タイプの最大収

容人数はそれぞれ2M-1人となる｡

解析の便宜のため,文献(2),(8)と同様に,図1のシステムを図2のような等

価なモデルに変形する｡これは図1のQを次のようにA部とB部に分けたもの

である｡B部にはタイプ1,タイプ2の揃った客が対をなして並ぶ (サービス

中の対も含む)0A部には対となる他方のタイプの客が未到着である客が並ぶ｡

したがって,A部には,両タイプの客がいることはない｡又,A部からB部へ

の移動には時間を要しないものとする｡タイプ1,タイプ2のどちらも,A部

とB部にいる客数の和は2M-1人を越えない｡

3.追い出し制御

この共有待合室モデルでは,システム全体が最大収容人数である2M人で占

められたら,システム-のそれ以上の到着は許されない｡対を作っていない一

方のタイプの客が存在する状態 (等価モデルでA部のタイプ1,タイプ2のい
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ずれかの客数が0ではない)で待合室が満杯になった場合には,本来,対香作

るために必要な他方のタイプの客の到着も許されなくなり,個別待合室モデル

に比べて,あふれ率の増加やシステムのスル-プットの低下等が予想される｡

そこで,本論文ではこれを避けるための一つの制御法として,追い出し制

御 (9)を採用したモデルを提案し,その効果を考察する｡これは,等価モデル

のA部に一方のタイプの客が存在する状態で待合室が満杯の場合に,A部の客

数が0の方のタイプの客が到着したときには,A部を占めている方のタイプの

客を一人追い出す｡そして,それにより空いた待合室の場所に到着した他方の

タイプの客を取り入れるものであり,積極的に客の対を作る制御である｡

4.状態の定義と推移

図2の等価モデルで,ある時刻におけるタイプ1,タイプ2の客数をnい

n2とし,A部の状態を

J-nl-n2 (1)

で表わす｡又,B部の客の対数をkで表わす｡システム全体の挙動はこれら

の組 (j,h)を状態とする連続時間マルコフ連鎖により,表わすことができ

る(2)･(8)｡非制御 (追い出し制御を行わない)モデル,追い出し制御モデル

のいずれも状態空間Sは次のようになる｡

S-i(j,h)lj--(2M-1),-(2M-2),･･･,-1,0,1,

･･･,2M-2,2M-i; h-0,1, ･･･,M

;ljl+2h≦ 2M) (2)

総状態数は2M2+3M-1個である｡

非制御モデルの状態遷移は表1のようになる｡また,追い出し制御モデルの

状態遷移は表 1の※印の部分を表2のように変更したものとなる｡図3の状態

遷移速度図で○印の付いた遷移を除いたものが,非制御モデルを表し,○印の

部分が,追い出し制御により追加される状態遷移である｡
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表 1 非制御モデルの状態遷移
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現 在 状 態 発 生 事 象 遷 移 先 遷移速度

(0,0) タイプ1の客到着 (1, 0) Al
タイプ2の客到着 (-1,0) Å 2

(2M-1,0) タイプ2の客到着 (2M-2, 1) ^ 2

(-(2M-1),0) タイプ1の客到着 (-(2M-2), 1) A l

(0,M) サービス終了 (0,M-1) 〟

(∫,_0) タイプ1の客到着 (j+i,0) Å 1

∫-1,2,.-,2M-2 タイプ2の客到着 (j- 1, 1) ス 2

(∫, 0) タイプ1の客到着 (ノ十1, 1) A l

j--1,-2,...,-(2M-2) タイプ2の客到着 (ノー1,0) Å 2

(0,h) サービス終了 (0,h-1) 〟

h-1,2,-,M-1 タイプ1の客到着 (i,h) Al
タイプ2の客到着 (- i,h) Å 2

(j,k)h-1,2,...,M-IJ-ZM-2k サービス終了 (j,h-1) 〟

(j,h)h-1,2,...,M-1j-- (2M-2h) サービス終了 (j_,h_-1) 〟

(j,h) サービス終了 (j,h-1) 〟

∫-1,2,-,2M-3 タイプ1の客到着 (j+1,h) A l

h-1,2,...,M-1I+2k<2M タイプ2の客到着 (j- 1,k+1) Å 2

(j,h) サービス終了 (j,k-1) 〟

jニー弓 ,-2,-.,-(2M-3) タイプ1の客到着 (j+1,k+1) Å 1

表2 追い出し制御モデルの状態遷移の変更点

現 在 状 態 発 生 事 象 遷 移 先 遷移速度

(j,h) サービス終了 (j,h-i) 〟

k-1,2,...,M-11-2M-2h タイプ2の客到着 (i-2,h+i) Å 2

(j,h) サービス終了 (j,k-1) 〟
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図3 状態遷移速度図
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5.解 析

5.1 平衡状態確率

各状愚 (j,h)の平衡状態確率7T(j,k)は次式で求められるo

T斤- 0

∑方(j,h)- 1().A)
但し,lTは7T(j,h)の行ベクトル,F7は状態遷移速度行列であるO

ここで,次のような確率を考える｡

I7TfA,m

I7TZB,m

●7T7･T.m
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平衡状態でタイプiの客がA部にm人いる確率

(0≦Tn≦2M-1,i-1,2)

平衡状態でタイプiの客がB部にm 人いる確率

(0≦m≦M,i-1,2)

平衡状態でタイプiの客がA部,B部合計でm 人いる確率

(0≦ m ≦2M11,i-1,2)

これらは7T(j,h)より,次のように求められる｡

o M o
7TIA ,0- ∑7T(j, 0)+∑ ∑7T (j, k)

j-- (2M-1) h-1 j-12(M-A)
(5)

M-〝Ⅰ

7TIA.2m_I- ∑7T(2m - 1,k) ;m-1,2, ･･･,M (6)
k=0

M-m

7TIA.2m- ∑7T(2m,h) ;m-1,2, ･･･,M-1
k-0

2M-1 M 2(M-k)
7T2A .0- ∑7T(j, o)+ ∑ ∑ 7T (j , h)

}-0 A-1 )-0

(7)

(8)

M-m

7T2A.2m_1- ∑7T(-(2Tn- 1),h) ;Tn-1,2, ･･･,M (9)h=0

M-m

7T2A,2m- ∑ 7T(-2Tn,h)
h-0

;m-i,2, ･･･,M-1 (10)
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7TIB,0= 7r2B,0=
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2M-I

∑7T(j, 0)
i--(2M-1)

(川

2(班-m)

2T川 .m- 方 2B,m- ∑方(j,m) ;m- 1,2,･･･,M q2)
1--2(班-7n)

0

7TIT,0- ∑7T(j, o)
ノニー(2M-1)

m

7TIT.m- ∑ 7T(j,Tn-j)+)I-0

-1
∑7t(j,m)
)'=-2(M一m)

仏監

;tn-1,2,･･･,M q4)ih
7TIT.m- ∑7t(j,Tn-j)

)I-2(m-M)

;帆-M+1,M+2,･･･,2M-1 (15)

2M-1

7T2T.0- ∑ 7t(j, 0)ノ-0

0 2(M一m)

7T2T.m- ∑ 7r(j,m+j)+ ∑ 7T(j,m))=一m ノーil

(16)

;Tn -1, 2,･･･,M (1竹

一2(m-M)

7T2T,m- .∑ 7T(j,m+j)
)=-m

;Tn-M+1,M+2,･･･,2M-1 (18)

但し

b

∑ 7T(j,Tn)-0 ;a>b

と定義する｡

(19)

5.2 平均システム内客数

タイプ£(i-1,2)の客の行列のA部,B部,及び,全体 (A部とB部の

合計)の平均客数LiA, Lib,LiTは次のように求められる｡
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2M-1

LtA - ∑m7T,A,m ;i-1,2
Tn-0

M

LiB -∑m7TiB,m ;i-1,2
m=0

2M-1

LiT - ∑Tn 方 t･T,m ;i-1,2
m=0

又,

LIB-L2B

L.･T-LiA+LIB ;i-1,2

である｡

即

e2)

5.3 あふれ率

タイプi(i-1,2)の客のあふれ率Bt･ (待合室がすべて塞がっていて待

合室に入れない確率)は,次のようになる｡

･非制御モデルの場合

M-1

Bl- ∑ 7T(2j,M-1jl)+7T(2M-1,0)1--(班-1)

M-I

B2-.∑ 7T(2j,M-1jl)+7T(-(2M-1),0)}--(班-1)

･追い出し制御モデルの場合

M-1

Bl-∑ 7T(2j,M7')+7T(2M-1,0)j-0

0
B2- ∑ 7r(2j,M+j)+7T(-(2M-1),0))--(班-i)

鍋

陸風

qT)

鞠

5.4 置換率

追い出し制御モデルで待合室が満杯のとき,タイプi(i-1, 2)の客が,
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他方のタイプの客の到着により追い出される確率を置換率A,と定義する｡

M-1

Al-∑ZT(2j,M-j)1-I

-1

A2- . ∑ 7E(2j,M+j)
7--(M-1)

鍋)

鍋

5.5 受け入れ客数率

微小時間△t内にタイプiの客がシステムに受け入れられる客数は,非制御

モデル,及び,文献 (8)の個別待合室モデルでは,システム内に運ばれた客

数であり,

At(1-Bf)△t 題は

となる｡

一方,追い出し制御モデルの場合は,その待ち行列で置換が起こり,追い出

される客もあるので,

ll(llBl)At-1 2AIAt

l2(1-B2)At-llA2At

;タイプ1

;タイプ2

となる｡

これらを△tで割った値を,各タイプの客の受け入れ客数率 Cl(i-1,2)

と定義する｡

6.数値例

興味深い対称システム (ス 1-人2-A)の場合の数値例を図4-図10に示

す｡

対称システムでは状態推移の対称性から,タイプ1とタイプ2の客に関する

各特性量は等しくなる｡

7TIA,m- 方 2A,m ;Tn-0,1,2,･･･,2M-1 (34),

7TIB:m- 2T28.m ;m-0,1,2,･･･,M (35)
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7TIT.m- 7T2T,m ;Tn-0, 1,2, ･･･,2M-1

LIA-L2A

LIT-L2T

Bl-B2

Al-A2

Cl-C2

L en gth
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modelb
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,modela
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図4 A部の平均客数Lî
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modelc 打10dela modelb

0 0.5 1 2.5 2 2.5
図5 B部の平均客数 L IB

Length
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modelQ rriddela

0 0.5 1 1.5 2 2.5
図6 平均システム内客数L IT
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I---
■̀ ノ= r

modelb ■ 独
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∫
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〝=1.0

2M-4 -一--

0 0.5 1 1.5 2

図9 置 換 率Al

modela

M-5(2M-10) modelc modelb

♂

0 0.5 1 1.5

図10 受け入れ客数率Cl
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なお,図の説明の都合上,以後,

･個別待合室モデル･･･modela

･共有待合室非制御モデル･･･modelb

･共有待合室追い出し制御モデル･･･modelc

のように呼ぶこととする｡ modelaの数値例は文献 (8)の解析結果を利用

している｡

図4-図6はM-10(2M-20)の場合のmodela,modelb,modelc

の到着率Aに対するLiA,LiB,Lt.Tを比較したものである｡個別待合室の場

合は,到着率が大きくなるにつれて,A部の客数は減少し,逆にB部が増加す

る｡しかし,共有待合室非制御モデルの場合は,到着率が大きくなっても,A

部の客数はほぼ一定であり,B部の増加の割合も個別待合室の場合に比べて少

ない｡これは,3.での予想どおりの結果である｡共有待合室追い出し制御モ

デルでは,到着率の増加と共に,A部の客数は減少して個別待合室の場合の客

数に近づいている｡また,B部の客数も,ほぼ個別待合室の場合に近い値をと

ることがわかる｡

図7,図8はあふれ率Bz.の例である｡図7では容量Mを一定として到着率

Aを変化させ,図8では逆にAを一定とし,Mを変化されている｡ 図7より,

共有待合室非制御モデルは到着率が小さいうちは個別待合室モデルよりもあふ

れ率は小さいが,到着率が大きくなれば個別待合室の場合よりも大きな値をと

る｡これは,到着率が大きな場合,A部が増大し,客を対にするために必要な

他方のタイプの客がシステムに入れないためであろう｡ 一方,共有待合室追い

出し制御モデルでは,共有待合室非制御モデル,及び,個別待合室の場合より

も小さな値となっており,追い出し制御の効果が確かめられる｡又,図8より,

当然ながら,あふれ率は待合室容量が大きくなれば小さくなる｡

図9は,共有待合室追い出し制御モデルにおける到着率に対する置換率の関

係である｡

置換率はある到着率までは上昇し続けるが,それを越すと下降する傾向にあ

る｡これは到着率が上昇すればするはどシステムがB部で占められる状態(0,
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M)になるからであろう｡ 待合室容量が小さいほど状態 (0,M)になりやす

いので,到着率の大きいときに,待合室容量が大の場合と小の場合とで置換率

が運転している｡

図10はM-5(2M-10)の場合の,三つのモデルの到着率に対する受け入

れ客数率である｡共有待合室非制御モデルは他の二つのモデルよりも値が低

く,共有待合室追い出し制御モデルは若干ではあるが,個別待合室モデルを上

回っている｡.

6.むすび

二つの到着過程を持つ有限容量同時サービス並進待ち行列 (共有待合室モデ

ル)を連続時間マルコフ連鎖としてモデル化し,解析した｡モデル化に際して,

通常の共有待合室のモデル (非制御モデル)の他に,あふれ率の増加やシステ

ムのスループットの低下を軽減させるための追い出し制御を取り入れたモデル

(追い出し制御モデル)も考察の対称とした｡平衡状態確率を計算することに

より,平均システム内客数,あふれ率,置換率,受け入れ客数率等を求めた｡

数値例により,個別待合室モデル,共有待合室非制御モデル,共有待合室追い

出し制御モデルの三つのモデルに関して,これらの諸量と到着率などの関係等

を考察した｡この結果,本論文で提案した追い出し制御の効果が明らかとなっ

た｡

今後の課題として,到着過程が三つ以上の一般的なモデルの解析が残されて

いる｡
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