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要 約

因子分析モデルで代表される双線形モデルには,交互作用項の部分に因子回

転に相当する自由度が存在する｡この研究では,因子分析以外の双線形モデル

のうち,2元頻度表に関する対数双線形モデルと2要因分散分析モデルのひと

つであるFANOVAモデルをとりあげ,複数の因子負荷行列を対象に因子回

転を行い,その標準誤差を推定する方法を示した｡また,線形項の含まれるモ

デルでは因子負荷行列の列和が0である制約が課されることが多いので,従来

の回転方法に加えて,寄与の分散を最小化する方法を示した｡

1.淑線形モデル

観測個体×変数で構成されるデータ行列や2元の分割表等において,(i,j)

要素の頻度または連続変数の測定値をxljとあらわす(i=1,…,p;j=1,...,q).双線
形とは

∫

xij≡∑ llikl2jkk=1 (1)

のようにモデルが積の形の項を含むことを意味する｡この場合,Alik,A夢kは

パラメータである場合と確率変数である場合がある｡また,次のように線形の
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項が含まれることがある｡

γ

xi,･芸FLg+FLli+FLz,.+∑ ス1ikA2ik
k=1

(2)

Kruskal(1981)は(1)式のモデルを純双線形(purebilinearexpression),(2)

式のモデルを混合双線形(mixedbilinearexpression)とよび区別している｡ 当

論文では(1),(2)式の表現をともに双線形モデルとよぶ ｡ (2)式の典型的なモ

デルはいわゆる因子分析モデルである｡ すなわち,

xi=FL+Afi (3)

である｡ここで,xj=(Nil,...XiI･)',旦=(ill,...,FLp)I,A=lAg】,透-gil,‥.tfir)'であり,

xj はi番目の被験者に関する観測値のベクトル,且は平均のベクトル,Aは因

子負荷行列,fl･は因子得点のベクトルである｡ fiが確率変数ではなく且,A

と同様にパラメータである場合は因子分析の母数模型とよばれるが,これは(2)

式において〟g,FLliがない場合に相当する.fiが確率分布に従う変量模型の場

合は,パラメータについてのみ考えると(3)式は線形モデルである｡

ところで(2)式にはモデルに一意性がないことはあきらかである｡そのひと

つは位置に関するもので,もうひとつは尺度を含む変換に関するものである｡
j' q メ q

前者の不定性を除くために,通常∑ FLli-∑ FLZj-∑Alik-∑A2jk-0,(k-1,…,r)
i-1 j=l i=1 j-1

のような制約が課される｡後者の不定性の

問題は次により示される｡

AIAZ'-AITTllA2'-AIT(A2T'-1)' (4)

ここで,(4)式は(2)式の右辺第4項に対応する行列であり,Al=【Alik1,AZ

-lA2jk]である｡また, Tは任意のk次の正則な正方行列である｡

この間題は(3)式の因子分析モデルでは因子の変換や回転の問題として古く
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から研究されてきた (例えばHarman,1976,芝,1979,柳井他,1990参照)0

これは一意性の欠如を逆に利用して,Aの変換後の行列A71をより適切なもの

に構成するということでもあるが,変換の対象は通常の場合Aというひとつの

負荷行列である｡一方,(2)式の場合に因子分析モデルとの類似性からAlとA2

を因子負荷行列とよぶと(2)式には通常の因子分析モデルと異なり,2つの因

子負荷行列が存在することになる｡

当論文ではこのような双線形モデルにおける因子の変換問題を2つの主なモ

デルについて扱う｡なお,(2)式は最も簡単なケースとして示したもので一般

には次のように表わされる｡

′
i(E(Xij))-FLg+FLli+FL2i+∑AlikA2ikk-1 (5)

ここで,f(･)は一般化線形モデル (McCullagh &Nelder,1989)における種々
のリンク関数に対応する｡すなわち,期待値のある変換が双.線形となっている

モデルである｡ただし,(5)式の右辺は双線形モデルであるのでこれは一般化

双.線形モデル (Choulakian,1996)である｡

2.対数双線形モデルにおける因子回転

2.1 対数線形モデルと対数双線形モデル

対数線形モデルは頻度表 ･分割表のモデルとしてよく知られている (例えば

Bishopeta1.,1975参照)0 2元頻度表の(i,j)要素の東度に関する確率変数を

Xljとすると典型的な対数線形モデルは

ln(E(Xij))=FLg+FLli+FLZj+FL3ij (6)

である｡ ここでIL3ijはいわゆる交互作用の項を表わしている｡対数双線形(log

bilinear)モデルはFL3ljの項が双線形に構造化されたモデルであり,RC連関
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モデル,乗法的交互作用モデル等ともよばれることがある (Goodman,1985,

1986,1991;Andersen,1994)0

上記の確率変数Xljは互いに独立にポアソン分布に従うと仮定するとそれぞ

れの確率関数は次のように記述される｡

p(xiJ･- xi)･)-exp(8ijXij)expトexp(8ij)i/xij!,
r

Sij-FLg+FLli+FL2j+∑ llik≠kl2jk,(i-1,...,9;I-1,...,q)
k=1

(7)

ここで4･kはモデルの一意性のために導入されたパラメータで,厳密には(7)式

は三重線形 (trilinear)であるが,これは回転により双線形に変換される｡

さて,モデルの一意性のためにパラメータに制約を付す｡まず,各パラメー

タをベクトルと行列で次のように表わす｡

Ll= (FLll,-,FLIp)',_些 = (FLll,-･,FLlq)',

Al-Ellik],A2-【12th],◎-diag(41,...,¢Y)

パラメータの制約は

旦1'ip-0,iL2'土q=0,Al'12=A2'土q=Or,

Al'Al-Ir,A2'A2-Ir

(8)

(9)

である.ここで,ム=(1 ,...,1 )' (S 個の1),9Z:=(0,...,0)'(r個の0)でんはr次の単位行

列である｡

ところで,(7)式においてAlikあるいはA2jkの一方が潜在確率変数であるモ

デルは,Ogasawara(1996a,b)のモデルであるがこれは(3)式の通常の因子分

析モデルを頻度のケースにあてはめたものであり,｢ポアソン因子分析｣あるい

は｢潜在変数を含む対数双線形モデル｣と名付けられている｡この表現を用いる

と(7)式のモデルはポアソン因子分析の母数模型ということもできよう｡ ただ
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し,通常の因子分析モデルのようにAlとA2の一方が因子負荷で他方が因子得

点であるという区別は一般にはない｡

2.2 回転前パラメータの推定

パラメータの推定は尤度を最大化することにより行う｡ 回転前のパラメータ

の推定に関する当節の方法はGiluraandHaberman(1986)により,示されて

いるものであるが,この方法は他の双線形モデルにも応用可能であり,また,

回転後の結果とも密漢に関連するので要点を述べる｡

各頻度(X-lxlj])の観測が相互に独立であるという仮定の下で,各パラメー

タの尤度は次のようになる｡

ZIq
L(Pg,-ti･L2,Al,A2,◎Jx)-pl,qe苦p(q∂ljx2j)expトexp(∂lj)i/xlj!(10)I) q

=e;p(q妄言Si,･Xij)exp∑∑トexp(Sij)ii=1j-1

/iEljglXl']'!

パラメータの推定値は(9)式の制約の下で(10)式を最大化するものである｡

負の対数尤度を′とすると

FEZ pi

i--lnL-∑∑ト 8i,･xij+ exp(8ij)+ln(xij! )i
i=lj'-1

(ll)

である｡(9)式の制約に対応するラグランジュの未定乗数をそれぞれ,α1,α2,

_負-(β11,...,β1,)I,_&=(β21,...,β2,)',rl(=rl'),r2(=r2')とすると最小化基準 gは
次のようになる｡

g=f+l,

i- α1_色'ip+α2｣塑'iq+過 .'Al'ip+ii2'A2'主q

･‡ trけ1(Al,A1-I,)廿i trlr2(Jb･Jb-I,)i

(12)
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(12)式の最小化はスコア法を用いた数億計算による｡これに必要なグラデイエ

ントベクトルはg番目のパラメータを0gとすると

I)q
9i -∑∑1-x2･j･exp(8ij)i豊 十蓋Bog i-1j-1 (13)

のように表わされる｡上式の右辺の要素は容易に得られ表1-1のようになる｡

また,情報行列の(g,h)要素は

Pq

Ei∂2g/｡o g∂ohi- 茅 昌 exp(8ij)
∂Sij∂Sij. ∂21+
Bog aOhIaOgaOh(14)

であるo ここで∂21/∂Og∂Ohのうち0でない要素は表 1-2のようになる｡ 未

定乗数を除くパラメータの数は♪+q+1+r(♪+q+1)であるが,未定乗数の

数に相当する制約の数は逝 ,也 ,Al,A2の順に1,1,r+(r/2)(r+1),r+(r/2)(r

+1)である｡繰り返し計算は次のように行う｡

旦♪(i+1)-旦夕(i)+ (li)a(i) (15)

ここでは_QP(i)未定乗数を含む♪+q+3+r(♪+q+Y+4)個のパラメータを並

べたベクトルで添字の(i)はi番目の繰り返しにおける値であることを表わす｡

I(i)は情報行列,a(l･)はグラデイエントベクト)i,である｡
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パラメータ ∂∂〆/βog ∂//∂βg 添字の範囲

FLg 1 0 ど-1,-,♪〟1g ●βig dl

FL2h ●6].h α2 h-1,...,q

Algh ∂lTgd,kA2jk β1k+(Alr1).gk g-1,-,P,.A-1,-,r

2̂hk a:hbkAlik. C2k+(̂ 2r2)hk h-1,...,q;k-1,...,r

¢k AlikA2jk 0 A-1,...,r

α1 0 空_1'i♪ k-1,...,r

α2 0 旦2'iq
A 9, Al/iJ,
A2 9, A2'lq
γ1kk 0 (1/2)1(Al'A1)kk-1i

ylk1 0 (Al'A1)kl r≧ k> l≧1

γ2kk 0 (1/2)1(A2'A2)kk-1i A-1,...,r

注 ∂igはクロネッカーのデルタ (∂sTt-1,S-i,･aslt-0,S≠t)
であり､rl=〔γ1kl〕,r2-〔γ2kl〕である｡

表 1-2 情報行列の要素

パラルータの対 a2l/aOgaOh 添字の範囲

Plc,a1 1 ど-1,-,♪

FL2h,a2 1 h-1,.,.,q

Algk,Algl ylkl g-1,-,A;r≧k≧l≧1

Algk,β1k 1 g-1,-,A;k-1,...r

Algk,γ1kl Algl g-1,-,A;r≧k≧l≧1

Algl,γ1kl Algk a-1,-,A;r≧ k> l≧1
2̂hk,A2hl y2kl h-1,-,q;r≧k≧l≧1

12hk,β2k 1 h-1,...,q;A-1,...,r

AZhk,γ2kl 2̂hl h-1,-,q;r≧k≧l≧1

12hl,γ2kl 2̂hk h-1,-,q;r≧ k> l≧1
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2.3 線形項のないモデル

(7)式のモデルにおいてFLg,FLli,IL2iを除いたモデルは前述の純双線形のモ

デルである. これは,(3)式の通常の因子分析モデルでは平均項且を除いたモ

デルに相当する｡Okamoto(1972)は主成分分析の文脈ではあるがこのような

モデルをN (natural,naiveの意)テクニクとよんだ｡ここでも,その呼び方

を援用する｡ このモデルは表現が簡略になる反面,データへのモデルのあては

まりは,同一のγ (因子数と呼ぶ)の場合は(7)式のモデルと比べると不利で

ある｡

Nテクニクのモデルでは∂lj=(̂ 1◎^2')ljである. したがって,モデルの一

意性のための^1と^2の制約は^1'A1-I,,A2'̂ 2=Z,のみでよいoパラメー

タの推定法は前節において,該当しないパラメータと不要な制約の部分を除い

て構成すればよい｡なお,(7)式のモデルとNテクニクのモデルの中間のもの

として通常の因子分析モデルのように,2つの要因 (被験者と変数)のうち平

均項が一方の要因のみに設定されるモデルも同様に構成することができる｡

2.4 因子回転の方法

線形項を含むモデル及びNテクニクのモデルのいずれにおいても交互作用

項を様々に変換することが可能である｡交互作用項を集合的にAl◎A2'で表

わすと,

Al申A2'-AIT(Tl◎S-1)(A2S)'

-(Al◎1/2C77(A2⑳1/2(1/C)r l1)I

(16)

である.ここで,S,Tはr次の任意の正則な正方行列である｡ (16)の上の式

はTl◎S'11が因子問の関連を表わす行列 (一般に非対称)としてあらわれて

おり,解釈は単純ではない｡(16)の下の式の Tは直交行列である必要はないが,

T'T-TT'-(,とすると,tri(̂ 1◎1/2cT)(Al◎1/2cT)'1-tr(◎)C2,trlA2◎

1/2(1/C)T)(̂ 2◎1/2(1/C)T)･ト ーr(◎)/C2となって Cが一定とすると因子負荷の
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2乗の平均の大きさが変換によっても変わらないのでわかりやすい｡また,因

子分析における直交回転の諸手法を利用することも容易となる｡

Cの大きさは1とすると各因子の寄与が2つの因子負荷行列で等しくなり自

然のようにみえる｡ これは,2つの要因の水準の数(少,q)が同一の場合は良

いが,それらが異なると水準数の大きい (小さい)方の要因の因子負荷が平均

的に小さく (大きく)なるので,同一の座標にプロットする場合などはわかり

にくくなる｡ したがって,因子負荷の2乗の平均がAlとA2とで等しくなるよ

うにC-抄/q)1/4とすると便利であろう｡

さて,Al◎1/2CとA2◎1/2/CをそれぞれAl,A2とあらわし,これを回転前

因子負荷行列とよび,直交回転後の因子負荷行列をβ1,β2であらわすと

Bl-AlOl/2cT-AIT,B2-A201/2(1/C)T-A2T (17)

である｡ ここで問題は適切なBlとB2をもたらす Tを求めることである. 通常

の因子分析の状況では因子負荷行列はひとつであることが多いが,インター

バッテリー法のように変数が2つのグループに分かれる場合 _(小笠原,1986)

や複数の被験者集団から得られたデータ等の場合のように,複数の因子負荷行

列が存在することもある｡ Hakstian(1976)は2つの因子負荷行列が存在する

場合に,いずれの行列にもいわゆる単純構造をもたらすような共通の直交行列

を得る方法を提案している｡

これは,因子回転後の各因子負荷行列のいわゆるオーソマックス基準の和を

最大化するものである｡ すなわち,最大化基準o(Bl,B2)は

o(BIB2,-忘,fl･ilbilj芽 貴b21l･j,2°忘,fl{#42lj等 貴酬 (18,

である｡ ここで,B1-【bllj],B2-【b2ij]であり,uJはオーソマックス ･ウェ

イトである｡例えばW=1のケースはいわゆるバリマックス法に対応する｡なお,

因子負荷行列が2つある場合でも(18)式の2つの項のうち,一方のみを用いる



190 商 学 討 究 第47巻 第2･3号

ことも可能であるし,各項に異なるオーソマックス ･ウェイトを用いることも

可能である｡

ところで,(18)式を最大化することにより,β1,β2には単純構造がもたらさ

れ,解釈が容易になることが期待される｡しかし,平均項を含むモデルではAl

とA2には,各列の和が0であるという制約が課されている｡ この制約は,

ip,Bl-ip,Al◎1′2cT-9,,iq,B2-主q'A2◎1/2(1/C)T-9,であり,回転後も保存さ

れる｡ したがって,このようなケースでは(18)式を最大化することにより,解

釈の容易な行列が得られない可能性がある｡そこで,次のような方法を考える｡

オーソマックス法において,バリマックス法はu7-0のクオーティマックス

法よりも寄与の大きさが平均化 (水準化)されることが知られている｡寄与の

水準化が好ましいことの根拠は必ずしも明確ではないが,各因子が異なる側面

を同程度の強さで表現している場合 (寄与が水準化されている場合)には,因

子の解釈も全体として,行いやすいことは確かである｡そこで,(17)式の直交

回転のもうひとつの方法としてβ1とβ2の寄与の水準化を得ることを考える｡

寄与の水準化を最大化するには寄与の分散を最小化すればよい｡β1についr♪ rI)
てのみ考えるとこれは(1/r)∑(∑bfij)2-i(1/r)∑∑bfij12を最小化することでj=1i-1 j-1i-1
あるが,第2項は直交回転により不変であるので第1項を最小化すればよい｡

これは,(18)式からもわかるように,オーソマックス ･ウェイトのつかない項

を除いたオーソマックス基準を最大化することに対応している｡前川 (柳井他

,1990,p.102)はこれをu,-+-のケースとして説明しているが,実際にこ

の方法が適用された例を筆者は知らない｡

この方法を水準化法 (levelingmethod)とよぶことにする｡ 2つの行列の

場合については寄与の分散の和を定数 (負)倍した次のl(Bl,B2)のを最大化

する｡

r ♪ q

l(B',B2)- -(1/4)∑i(∑b写ij)2+(∑b22ij)2tj-1i=l i=1 (19)

ここで負の値をとるのは通常のオーソマックス法のアルゴリズム (例えば
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Kaiser,1958)を少ない修正で用いることができるようにするためである｡なお,

前述のHakstianの方法も通常のオーソマックス法の計算法を基本的には用い

ることができる｡

2.5 因子回転後の因子負荷の棲準誤差

因子回転後の因子負荷の漸近的標準誤差は,多変量正親分布を仮定する連続

変数の因子分析モデルの場合と同様に,制約付最尤推定量の漸近的標準誤差と

して求めることができる｡ ポアソン分布を仮定する,対数双線形モデルの場合

もこの方法を利用することができる｡また,因子回転後の因子負荷の制約式の

表現は,複数の因子負荷行列がある場合にも単一の因子負荷行列のケースを基

にして簡単に求められる｡ 単丁の因子負荷行列における直交回転の場合の制約

はArcherandJennrich(1973)によって得られた｡これは,どんな種類の回

転法でも解析的な方法であれば適用することができる一般的なものである｡し

かし,ArcherandJennrichの証明は読みやすいものではない｡

一方,回転後の制約式という観点からではなく,回転後の国子負荷行列を求

めるという観点からは,バリマックス法についてはMagnusandNeudecker

(1988,p.375,(12)式)がラグランジュの未定乗数法を用いて,その導出の途

中で制約式に相当する式に到達している｡ しかし,推定量の制約という観点で

はないので途中の式として記述されているのみである｡また,竹内 ･柳井

(1972,p.230,(7.78)式)もラグランジュの未定乗数法を用いて直交回転後の

因子負荷を求める一般解として制約式の直前の段階に到達しているが,推定量

の制約式という観点はとられていない｡

ここでは,ラグランジュの未定乗数法をもとにして,これらの研究の延長と

して複数の因子負荷行列がある場合について,回転後の因子負荷の制約式を次

に示す｡

まず,S個の回転後の因子負荷行列B1,...,Bsが存在し,回転の最大化基準t
は個々の最大化基準 (異なる種類の基準でもよい)の和で次のようにあらわさ

れるとする｡



192 商 学 討 究 第47巻 第2･3号

S
i(B1,...,Bs)-∑ tk(B k)

k=1
(20)

このときB1,...,Bsは直交回転のための行列をTとするとT'T-I,の条件の

下でt(B1,...Bs)を最大化するものとして得られる. したがって,ラグランジュ
の未定乗数として対称行列rを導入すると解は

i-i(B1,..,Bs)-(1/2)trけ(TT-I,)i (21)

を最大化するものとして得られる｡(21)式に(20)式を代入して′の rに関す

る微分をとると次のようになる｡

i..∂tk(Bk)df-∑tri■̀ut∂Bk'k=1
S

dBkLtr(rTd7l-trll∑(k-1∂tk(Bk)aBk'
最適値においてはfの Tに関する偏微分が0であることから

atk(Bk)
Ak)-IIT= 0

であり,右からTをかけてrが対称であることを用いると

Q-表蒋欝Bk-∑ B･k
S

k=1

atk(Bk)aBk-0

Ak)-rT'ld71

(22)

(23)

(24)

が得られる｡(24)式におけるQのユニークな要素数はr(r-1)/2個である｡(18)

式のオーソマックス基準の場合について具体的に表現するとQ=lqlj]として,

乙 . っ w 且 ｡ n ... ♪

qij-∑"b31i一言 bll庖 i,bllj-(b31,-号 bllj∑b弓L=l q h-I q 蟹.1q lL-i I

(i") ･ 皇1(b32li一号b2li∑ b22hi)bZlj-(b32lj一号bZlj 皇 b22hj)b21iiiL=l hal h-1

hj)blliii- (2 5)
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である｡なお,(16),(17)式からわかるようにAlとA2を変換前因子負荷行列

として定めた場合,一般には回転以外の変換の自由度があるので,モデルの一

意性のためには㍉個の制約が必要である｡ そこで,(24)式以外の制約は次の

ように求める｡

Bl,Bl-r ◎(P/q)1/2T,B2'B2-T'◎(q/p)1/2T

であるので

R- qBl'B1-PB2'B2-0

である. Rの(i,j)要素rljについてみると

メ q

rij- q∑ bllibllrP∑ b21ib2ljJ=1 g-1
(i21)

(26)

(27)

(28)

であり,ユニークなRの要素の数はr(r+1)/2個である.

β1とβ2の漸近的標準誤差は拡大された情報行列Jに以上の結果を用いるこ

とにより求めることができる(S止vey,1970;Jennrich,1974;小笠原,1996a,ち)0

Jの具体的な表現は付録にある｡

3.FANOVAモデルにおける因子回転

FANOVA (factoranalysisofvariance)モデルとは2要因分散分析の交互

作用項が因子分析モデルのように構造化されたモデルで,Gollob(1968)によ

り名付けられたものである｡ このモデルでは前節ませの対数双線形卓デルの対

数期待値が連続変数の期待値そのものとなっている｡このモデルは分散分析の

データにおいて各セルの観測数が1の場合でも交互作用を検定できる長所があ



194 商 学 討 究 第47巻 第2･3号

り,因子の数(r)がひとつの場合は1950年代から提案されている(Goodman&

Haberman,1990)｡ 因子数が2以上の場合はGollobが最初のようであるが,

この場合には回転等の変換の自由度が発生する｡モデルは次のように記述される｡

Xij-aij+eij

=FLg+FLli+FJ2j+(Al◎ A2')iJ.+ eij,

eij-N(0,6;･),(i-1,...,9;i-1,...,q)

(29)

ここでeljは相互に独立であるとする｡ qfjは等分散を仮定することが多いが

ここでは,より一般的な異なる分散のケースを扱う｡ また,各パラメ⊥夕は対

数双線形モデルと同様の制約があるものとする｡パラメータの値は正規分布の

次の尤度をパラメータの制約の下で最大化することにより求めることができ

る｡

L(E ･l隼 61,411ng去 ex汗 密 } (30)

ここで且,は,それぞれ∂ijにおけるパラメータを並べたベクトルである｡nlj

は(i,j)セルの観測個体数である｡繰り返し計算も前節までの方法とほぼ同様

に行うことができる｡ 分布型がポアソン分布ではなく,正規分布であることに

よる計算上の相違は次の点である｡

負の対数尤度f=-1nLに関するグラデイエントベクトルと0でない情報行列

の部分は

竹∑
H

･･･vr
L

♪

∑
TT
h

i
i皿
CQ=り∬

(

2
‥りb 也 .3i 市 一義 善 (xijl-8ij,2,

nij

ao'a6;1-

E(蕊 , - 貴 著 普
(i= 1,...,9;j=1,...,q)
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である｡(31)式より

2J
W
<Au‥り〟

叫

VI
H

l

一町ニ2‥り
<♂
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であるので,qiJ･は繰り返し計算において,他のパラメータの最新値を用いて

計算した6"lj.により更新するとよい.

因子回転の方法,回転後の国子負荷の標準誤差の求め方も前節までの結果と

同様である｡ FANOVAモデルにおいて,Nテクニクのモデルを考えること

ができることも同様である｡なお,等分散が仮定され,釣合い型データであれば,

モデルのあてはめは各セルの平均値の線形項からの残差に関する特異値分解を

行うことに相当する｡

4.数値例

表2-1はHaberman(1979)に引用されているL Srole他の研究例で,棉

神の健康のカテゴリーと親の社会経済的地位に関する頻度表である｡ 表2-2

は2因子モデルのあてはめの結果である｡ 回転の方法は2つの因子負荷行列を

対象にしたバリマックス法と水準化法のものである｡線形項は周辺度数に対応

したものであり,その標準誤差は交互作用を表わす因子負荷に比べて小さい｡

この例は行と列の各カテゴリーがそれぞれ順序を構成しており,回転前の第Ⅰ

因子はその順序に対応し,第Ⅱ因子はGuttman(1954)のintensity (強度)及

び符号を逆にしたものを表わしている｡ 一方,◎の対角要素の大きさをみると

第Ⅱ因子は第Ⅰ因子に比べるとかなり小さい｡

回転後の結果は水準化法では第Ⅰ因子は精神の健康と高い地位を表わし,第

Ⅱ因子は逆に精神の不健康と低い地位を表わしており,回転前の因子負荷とは

別のわかりやすさが得られている｡ バリマックス法では社会経済的地位のパ

ターンは回転前の傾向をかなり残している｡なお,回転後の因子負荷の標準誤

差も寄与の水準化に対応して均等化していることがわかる｡なお,このモデル
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の適合のx2値は尤度比とピアソンによるものいずれも.52(d.I-3)で適合は十

分である(b).9)｡

表2-3はNテクニクの結果である｡回転前の第Ⅰ国子の標準誤差は著しく

小さいが,これは周辺度数の情報を反映しているためと解釈できよう｡ 同じく

第Ⅱ因子はカテゴリーの順序に対応している｡ 回転後の結果はバリマックス法

のもののみを示してある｡ 全体に億が大であるので見にくい面もあるが第Ⅰ,

第Ⅱ因子は線形項のあるモデルの回転後の第Ⅰ,第Ⅱ因子に対応していること

は明らかである｡なお,この場合標準誤差も均等化されている｡

表3-1はアメリカの年別 (推定を含む9年分)の博士号種類別取得者数 (計

146,268名)の頻度表(Greenacre,1984)である｡表3-2は3因子をを仮定し,

Nテクニクで解析した結果である｡回転法は2つの方法を示してあるがいずれ

も学位に関する因子負荷行列のみを対象としたものである｡バリマックス法で

は第Ⅲ因子と第Ⅰ因子の学位の部分が回転前の傾向をかなり残している｡水準

化法の結果をみると第 Ⅰ因子は1960-1970年,化学,生物学,第Ⅱ因子は

1974-1976(推定)午,心理学,生物学,第Ⅲ因子は1972-1974年,工学,数学,

社会科学他などに対応している｡これらの対応はバリマックス法でもみられな

くはないが,数値が回転前と同様に因子間で大きく異なるので見にくい｡また,

水準化法では標準誤差も均一なものが得られている (表にはないがバリマック

ス法の第Ⅲ因子の標準誤差は .16-.27である)｡なお,尤度比とピアソンによ

る値はそれぞれ87.0,87.3(d.f.=54)であり,モデルのあてはまりとしては3

因子でも十分ではない(9〈.001)0

表4-1はGollob(1968)のデータである｡ これは形容詞,動詞,名詞から

なる文 (例 Thekindmanpraisesalcoholics.)を提示して,人物の良し悪L

を11段階の評定尺度で評価させたものである｡ 表の値は動詞と名詞の組み合わ

せごとの192回 (8形容詞×24人)の評定の平均値である｡ここでは簡単のため

に動詞と名詞以外の要因はないものとし,各セルは独立な20回の評定の結果で

あり,標本分散はいずれも1であると仮定した｡表4-2は2因子を仮定した

FANOVAモデル (線形項を含む)のあてはめの結果である｡この例も表2-
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1と同じく各行と各列は一種の順序カテゴリーでもあり,表2-2,2-3の

傾向と類似のものが得られているといえる｡ 回転後の結果は大まかには第Ⅰ因

子は良い動詞と良い名詞,第Ⅱ因子は悪い動詞と悪い名詞に対応している｡ し

かし,alcoholicsは水準化法では第Ⅰ因子に大きな値である｡ 表4-1から.も

わかるようにalcoholicsはcriminalsに比べると平均値のばらつきが大きこと

が水準化法には影響していると考えられる｡なお,標準誤差はバリマックス法

の結果は概して大きく,水準化法の方が全般的に小さくなっている｡

表2-1 精神的健康と親の社会経済的地位●

精神的健康のカテゴリー 親の社会経済的地位(Aが最上位) 計 -
A B C D E F

良好(Well) 64 57 57 72 36 21 307

やや症状あり(Mildsymptom) 94 94 105 141 97 71 602

症状あり(Moderatesymptom) 58 54 65 77 54 54 362

精神の障害(Ⅰmpaired) 46 40 60 94 78 71 389

注 ●Haberman(1979,p.375)

表2-2 線形項を含むモデルの結果 (かっこ内は橿準誤差)

カテゴリー JLg::4.17(.03) A1,A2 バリマックス法 水準化法
旦1,42 Ⅰ Ⅱ Ⅰ * Ⅱ Ⅰ Ⅱ

Well -.31(.05) -.74(.~07) .28(.20) .68(.09)-.06(.16) .56(.09)-.39(.10)

Mildsymp. .42(.04) -.03(.ll) .ll(.43) .04(.ll) .04(.18) .05(.15) .01(.14)

Modr.symp. -.08(.05) .ll(.13)∴84(.09)-.19(.15)-.32(.10)-.32(.ll)-.18(.ll)

Ⅰmpaired -.04(.05) .66(.09) .45(.20)-.53(.15) .34(.22)-.29(.ll).56(.08)

寄与 1.00 1.00 .77 .22 .50 .50

A -.03(.06) -A3(.ll)-.16(A8) .44(.15)-.21(.28) .28(.20)-.40(.20)

B ∴09(.06) -.44(.ll)-.28(.46) .43(.16)-.26(.28) .24(.19)∴44(.20)

C .07(.05) -,15(.12)-.13(.51) .15(.14)-.ll(.25) .07(.21)-.17(.21)

D .36(.05) -.02(.ll) .59(.39) .10(.14) .29(.22) .23(.18) .20(.17)

E -.04(.06) .34(.13) .51(.39)-.29(.22) .35(.28)∴07(.21) .45(.17)

F -.28(.07) .70(.10)-.53(.17)-.82(.13)-.07(.17)-.74(.ll) .35(.14)

注 :4)ll:1.00(.16),¢22:.22(.13);'因子負荷の符号を変換したO
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表2-3 Nテク二クの結果 (かっこ内は棲準誤差)

カテゴリー A1,A2 バリマックス法
Ⅰ Ⅱ Ⅰ Ⅱ*

Mildsymp. .55(,005) .03(.ll) 1.61(.10) 1.56(.10)

Modr.symp. .49(.005) -.08(.12) 1.37(.10) 1.46(.10)

Ⅰmpaired -.50(.005) -.66(.08) 1.02(.05) 1.84(.05)

寄与 1.00 1.00 8.79 8.73

A .41(.006) .43(.ll) 1.77(.09) 1.10(.10)

B .40(.006) .43(.12) 1.74(.09) 1.08(.10)

C .42(.005) .15(.12) 1.59(.ll) 1.35(.ll)

D .44(.005) .01(.ll) 1.58(.ll) 1.占6(.ll)

E .41(.006) -.38(.12) 1.15(.12) 1.72(.ll)

F .38(.006) ∴68(.10) .83(.10) 1.88(.08)

注 :¢11:20.49(.13),¢22∴96(.15);*国子負荷の符号を変換した｡

表3- 1 アメリカにおける博士号取得者数●

1960 1965 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976

(推定)

工学

数学

物理学

化学

地球科学

生物学

農学

心理学

社会学

経済学

人類学

社会科学他

794 2073 3432

291 685 1222

530 1046 1655

1078 1444 2234

253 375 511

1245 1963 3360

414 576 803

772 954 1888

162 239 504

341 538 826

69 82 217

314 502 1079

4

6

4

2

0

3

0

7

5

3

1

1

4

9

3

9

7

7

3

8

4

3

8

3

1

1

3

7

5

4

8

5

6

8

3

5

3

1

1

1

3

2

1

8

2

0

9

7

6

3

4

9

7

4

9

3

2

9

4

7

3

5

4

9

0

2

0

3

2

5

8

5

6

8

4

5

9

3

6

3

1

1

1

3

2

1

5

1

5

1

0

0

5

2

8

3

0

0

7

00
3

1

8

8

5

6

3

6

6

0

4

2

6

0

5

5

8

2

6

8

2

5

3

1

1

2

3

2

1

5

6

0

4

0

3

0

6

3

1

0

2

9

3

4

0

5

3

0

1

00
9

4

9

4

2

7

2

5

6

9

1

5

7

2

3

3

1

1

2

3

2

1

2959 2773

1149 1099

1293 1254

1762 1804

556 584

3498 3541

904 908

2749 2822

680 687

867 879

385 394

1550 1616

注 *Greenacre(1984,p.268)
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表3-2 Nテクニクの結果 (かっこ内は標準誤差)

199

学位種類 回転前Al,A2 バリマックス法(学位のみ対象) 水 準 化 法

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅰ Ⅱ Ⅲ

工学 2.99 .18 .41 2.74 1.19 .471二堅(.02)1.37(.02)1里(.03)

数学 2.61 -.04 .42 2.30 1.21 .491.45(.03)1.24(.03)1二軍(.04)

物理学 2.71 .33 .31 2.56 .94 .351.82(.03)1.22(.03)1.67(.04)

化学 2.83 .58 -.23 む空 .82 -.21旦二廷(.02)1.55(.03)1.26(.03)
地球科学 2.35 .13 -.15 2.14 .99 -.101.46(.04)1.41(.04)1.20(.05)

生物学 3.03 .18 -.13 2.77 1.26 ∴071.89(.02)1.77(.02)1.59(.03)

農学 2.52 .23 -.27 2.33 .99 -.231.64(.03)1.55(.03)1.18(.04)

心理学 2.87 -.21 -.38 2.43 1.55 -.291.49(.03)旦L些(一03)1.46(.04)

社会学 2.35 ∴40 .06･1.89 1.44 .151.02(.04)1.50(.05)1.55(.06)

経済学 2.50 .11 ∴10 2.27 1.07 -.051.53(.03)1.47(.04)1.33(.04)

人類学 2.06 -.89 ∴12 1.41 1.75 .01 ･46(.05)旦二里(.04)1.44(.06)

社会科学他 2.66 -.49 .15 2.13 1.65 .261.12(.03)1.65(.04)土壁(.05)
寄与 83.50 1.83 .8165.9019.37 .8728.71 28.71 28.71

1960 2.29 .61 -.59 2.30 .57 -.58i二堅(.04)1.46(.04) .67(.02)

1965 2.47 .65 .25 旦二旦9 .55 .壁 土遡 (.03) .97(.02)i.37(.03)

1970 2.68 .26 .23 む塾 .99 .2ZL些(.02)1.28(.02)1.62(.02)

1971 2.71 .08 .18 2.44 1.17 .241.61(.02)1.41(.02)1.67(.02)

1972 2.71 -.09 .17 2.37 1.32 .251.48(.02)1.49(.02)旦二軍(.02)

1973 2.72 -.23 .09 2.31 1.45 .181.37(.02)1.61(.02)土塁(.02)

1974 2.71 -.34 -.02 2.24 1.55 .081.28(.02)土塁(.02)1二墾(.02)

1975 2.71 -.39 ∴14 2.22 1.61 -.041.25(.02)上里(.02)1.61(.02)
1976推定 2.71 -.42 -.24 2.20 1.65 ∴131.22(.02)1.92(.02)1.55(.02)

注 A1-A l◎ 1/2(12/9)1/4,A2-A2◎1/2(9/12)1/4;アンダーラインは回転後の各

因子の中で､3番目までに大きな絶対値の負荷を示す｡
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表4-1 評定の平均値●

名詞郵詞 physicianscolleagues alcoholics criminals

helps 1.77 1.42 1.88 丁-.72

befriends 1.22 1.10 1.32 -.18

praises 1.22 .95 -1.00 -1.82

Criticizes -1.14 -1.03 -1.26 -.40

ufrstrates- -1.95 -1.83 -1.95 -.04

往 事Gollob(1968,p.106)

表4-2 線形項を含むモデルの結果 (かっこ内は標準誤差)

棄因の水準 A1,A2 バリマックス法 水準化法
Ⅰ Ⅱ Ⅰ Ⅱ Ⅰ Ⅱ

helps .45(.05) .53(.09)1.18(.12) .26(.41)1.19(.13)-.17(.17)

befriends .22(.06) .36(.12) .63(.14) .25(.24) .68(.16) .01(.18)

praises .50(.06)-.76(.04) .54(.65)-1.38(.64) .03(.23)-1.48(.26)

Criticizes -.26(.05)∴05(.13)-.53(.19) .17(.29)-.44(.15) .34(.15)

frustrates -.52(.05)-.ll(.12)-1.07(.30) .33(.56)-.89(.15) .69(.14)

hates -.39(.05) .02(.13)-.75(.28) .37(.44)-.57(.16) .61(.15)

呑与 1.00 1.00 4.07 2.30 3.18 3.18

physicians .42(.05)∴34(.ll) .51(.20)-.64(.13) .25(.ll)-.78(.12)

colleagues .30(.05)-.36(.ll) .30(.20)-.58(.16) .08(.12)-.65(.12)

alcoholics .13(.07) .86(.ll) .61(.35) .76(.59) .83(.08) .51(.1~3)

criminals -.85(.01)∴16(.07)-1,41(.03) .46(.41)-1.17(.05) .92(.15)

5.討 論

3つの数値例のうち2つは一種の順序カテゴリーの例で,単純構造による回

転はカテゴリーの上位と下位を代表する因子を構成するという結果になってい

る｡一方,回転前の因子負荷もGuttmanの因子に対応しており,回転後のみ
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の結果が意味があるという例ではない｡

しかし,回転の意味は統計的にも重要である｡回転前の因子負荷の標準誤差

が大の場合でも回転によって標準誤差が小さくなるケースはWexler現象とよ

ばれ,反対に回転によって標準誤差が大きくなるケースは逆Wexler現象とよ

ばれている(Jennrich,1973;小笠原,1996b)｡精神の健康の例の一部 (表2

-2)にはWexler現象があらわれており,人物評定の例のバリマックス法の

結果は,やや逆wexler現象があらわれている例といえる (寄与が回転前後で

異なるので標準誤差の実質的な相違は絶対値の単純比程ではない)｡

当論文の方法は回転による解釈上の利点だけでなく,統計的な面からも結果

の評価に関する材料を提供しているといえる｡

付卓 因子回転後の情報行列

因子回転後の拡大された情報行列を次のように分割して構成する｡

I-[宝:Ig2] (Al,

zllはFfg,ill,jL2,Bl,B2に関する情報行列である｡すなわち,Zllでは(14)式は

第 1項のみであり,表1-1において関連する変更は

｣弛 .-8･igb2jk,(g-1,...9;k-1,...,r),
ablgk

一迫 .-8･,･hblik,(h-1,‥.q;k-1,…,,),ab2hk

である｡ また,

(A2)
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FLg空_'1空_'2 (VecBl)' (VecB2)'

0主'p Q' g Q'

0 9'土'q Q' 9'

00 0 Jr⑳土'♪ 0

00 0 0

00 0
00 0

∂i
〃]
1I
l
i

⑳

∂
′リ

∂(Vecβ1)' ∂(Vecβ2)'

∂旦 ∂旦

♂(Vecβ1)' ∂(Vecβ2)'

S
l

聖

Qll
Qal
i

旦

である｡ここで[]の外の記号は位置に対応するパラメータを記したものであ

る｡Lと且は

i-(q21,q31,q32,-,q,.,_1)',ユ ニ (rll,r21,r22,…,Y,,)I (A4)

である｡ ㊥はクロネッカー積,Vecは行列の各列を順につないでひとつの列

ベクトルにする演算子である｡ aL/∂(vecBl)'とaL/∂(vecB2)'の要素は

-｣虹 -% 1(3b壬-i一言ablmn
-(b壬mj-

｢

Ei.nu

一

り

栃♪Na
E

Jヽ如

.叩

りig.･
山

♪∑
噺
す

Zw

･p.

♪
blmi∑ blkiblhjh=1

(A5)

* w ♪ w ♪

'-i bibmfj-f blf bbllh:･;-戸 bfhi- ｡3b2-,I-i h;bfh,''bl-i
h=1

h=1

(r≧i>j≧1;m=1.…,p;n=1,...,r)

i(3b22mi一号 皇b22hi)b2mj一旦 82mi∑ b2hib2hj
q

Jl
∂qii___旦由
ab2mn q

wq EIuq'"′ q hTTl

-(b.32-j一寸 b2-,･∑ b22hj)i

紫 1fb2i bb:h喜 声 b22hi- "3b22-I- ヱ i bZhj'b2-i
h-1 q h-1

h=1
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(r≧i) j≧1;m =1,...,q;n=1,...,r)

である｡ また,a且/∂(VecBl)'と∂ワ/∂(VecB2)'の要素は

一旦生 -q(8niblmj+8njblmi),● ■

ablmn
(r≧i≧j≧1;m -1,...,♪;n-1,...,r)

I ●
∂ylj/♂b2mn=-♪(♂,lib2mj+∂njb27ni),

(r≧i≧j_>1;m -1,...,P;n=1,...,Y)

(A6)
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である｡

水準化法の場合もオーソマックス法の場合と同様に求めることができる｡

オーソマックス法と異なる点のみを記すと次の様になる｡ ∂tk(Bk)/∂Bkの要

素は

♪h

署 --bkij;lb2klj･(k-1,2;i-1,･.･･pk;i-1,-,r;pl-P･h- q, (A7)

であり,Qと∂ql.}･/∂Bkの要素は

I)I) q()
qij-∑∑(bihJ-bghi)bllibllj十∑∑(b22hj-b22hi)b21ibZlj,
l=lh=l L=1h=1

(r≧i>j≧1),
♪ ♪

｣麺L-8;iiblmj∑(b号hj- bihi)-2blmi∑ blhiblhjf∂払mt h=1 h=1

♪ ♪

-8㌫ iblmi∑ (b至hJ- bihi)-2blmj∑blhiblhj上
hゴ1 h=1

(r≧i〉j≧1;m =1,...,♪;n=1,...,7),

也 --♂;iibmj
a bZm n

q q
∑(b22hj-b22hi)-2b2mi∑b2hib2hjl
hEl h=1

-∂;ilb2mi∑ (b22hj-b22hi)-2b2mj∑b2hib2hjih=1 h=1
(r≧i〉j->1;m -1,...,♪;n=1,...,7),

である｡

(A8)
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