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1.緒 論

大規模複雑なシステムを対象にした従来の最適化手法は,分割原理 [1]み

られるように部分システム間の相互関係を満たし,システム全体の最適化を達

成することを統合原則としている｡ そのために分割原理では,部分システムの

最適性をある程度犠牲にすることによってシステム全体の最適化を達成してい

る｡ 自律した部分システムが独自の目的関数に基づいて最適化を達成しょうと

するとき,このような方法では部分システムの最適性は保証されない｡

本論文では,大規模複雑なシステムに対する上記のような従来の最適化法の

問題点を指摘し,指摘した問題点を解決するための方法を提案する｡それは｢シ

ステム全体の最適化｣の概念に代る｢部分システム間の均衡化｣の概念である｡

この均衡化を達成するために,本論文ではゲーム理論の一分野である非協力

ゲームを適用し,決定に優先権がない場合のNash均衡解と,決定に優先権が

ある場合のStackelberg均衡解を得るための条件を導き,その妥当性について

検討する｡

2.最適化理論

2.1 最適化問題

最適化問題を一般的に記述すると次のようになる｡

〔73〕



74

Min./(α)

sub.tog(x)<b

h(x)≦0

∬≧0

商 学 討 究 第47巻 第4号

1HnHu1
日山川一
しiiZ

IHhH川1

1

2

3

4

iZg

iZlt
iZq

nⅦトロ

ここで x∈Rn,b∈Rl,9,h はm次ベクトル関数,n-∑ 77=1ni である｡

この最適化問題が

111
Min.Zfi(xi)i-1

nl

sub.to∑gi(xi)≦b
i-I

hL(xi)≦0,i-1,-･,m

xi≧0, i-1,- ･,m

と書き換えることができ,これが別個の部分最適化問題
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に分割できる場合を考える｡ここで xi∈Rni,bi∈RL,∑ ?=lbi-bであるoま

たxi-(xi∈RnLrgi(xi)≦bi,hi(xi)≦0,xi≧0)とする｡ 大規模複雑なシステム

は,その最適化問題の決定変数xや制約条件式9,hの数が単に多いという規

模の大きさだけでなく,式(9)～(12)め部分最適化問題で記述できる局所性を持つ

部分システムの存在を認識できるシステムである｡

2.2 分割原理による最適化

大規模複雑なシステムを対象にした従来の最適化手法は,分割原理にみられ

るように部分システム問の相互関係を満たすために,それらを統合するコー

ディネータを部分システムの上位に設置している｡このコーディネータは部分
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システム間の相互関係を満たし,かつシステム全体を最適にするために部分シ

ステム間の調整を行う｡ すなわち,式(5)～(8)の最適化問題に対するLagrange

関数を

L(xi,A)全三fi(xi)+lT(三gi(Xi)-a)+三(LiThi(xi)i=l i=l i=1
llJ

-∑(fi(xi)+}Tgi(xi)+piThi(xi))-1Tbi-i

と定義すると,部分最適化問題は次のようになる｡

Min.fi(xi)+}Tgi(xi)
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ここで ス∈RE,fLi∈ RkLはLagrange乗数である｡

これはLagrange乗数)を統合変数とするもので,コーディネータはシステ

ム全体の最適イヒを達成するために統合変数 )を適当に定める (図 1)｡ この方

法は"価格による統合 "と呼ばれており,この方法以外にもbiを統合変数とし

た''資源配分による統合 ''などがある｡

Coo一dinatOr

Subsystemi

入Fi+1-入K+積

Min.fi(訂i)+入Tgi(正i)
sub.tohi(Ci)≦0

図 1 価格による統合 (K:繰返し回数, ∈ステップ幅)
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2.3 考 察

これらの統合原則では,システム全体の最適化問題が与えられているとき,

式(1)のシステム全体の目的関数と式(2),(3)の制約条件が式(5)～(7)のように分離

して記述することができるという"分割可能性に関する前提条件 '',あるいは

逆にシステム全体の最適化問題が存在せず,式(9)の部分システムの目的関数と

式(10)の制約条件式が式(5),(6)のように加算することができるという"加算性に

関する前提条件 ''を必要としている｡前記の統合原則は,この前提条件に基づ

いて行われるのであるが,従来の研究でこれらの前撞条件を明示しているもの

はほとんどない｡これは,システム全体の目的関数f(x)が存在するか,ある

いはf(x)-¢Vl(xl),fZ(x2),-･,fm(xm))というようにシステム全体の目的

関数を部分システムの目的関数を持いて構成することができる,という仮定を

暗黙のうちに認知していることによる｡

システム全体の目的関数がすでに存在している場合,これを分割して小規模

な最適化問題をいくつか作成することは,計算効率の立場からその必要性を認

識することができる｡他方,部分システムの目的関数のみが存在し,システム

全体の目的関数が存在しない場合,前述の加算性に関する前提条件の妥当性と

共に,システム全体の目的関数を構成することができるのかという問題点を檎

討する必要がある｡経済学 [2]や組織論 [3],システム理論-[4]ではシ

ステム全体の目的関数が存在しない場合の最適化問題が論じられている｡

これらの議論は,部分システムの目的関数によってシステム全体の目的関数

が必ずしも構成できないこと,すなわちf(x)-4)Vl(xl),f2(x2),･･･,fm (xm))

が成り立たないことを示唆している｡とくに部分システムの自律性が高い自律

分散システムなどの場合,部分システムが独自の目的関数を最適にしょうとす

るとき,加算性に関する前提条件などによってシステム全体の目的関数を構成

し,システム全体の最適化を行うと,部分システムの最適化が達成される保証

はない｡このように部分システムの目的関数でシステム全体の目的関数を構成

できる保証はなく,たとえ構成できるとしても,部分システムの最適化を達成

できるという保証もない｡
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分割原理では,部分システム間の相互関係の調整は上位レベルのコーディ

ネータが行うので,部分システムはコーディネータによって提示された統合変

数を用いて式(14)～(16)で与えられる最適化問題を他の部分システムとは独立して

最適化を行う｡したがって,他の部分システムの変化はコーディネータの統合

変数の変化を通じて知ることになるので,最適化の繰 り返し過程で変化に対す

る反応が遅れる｡これは各部分システムの情報がコーディネータに集中してい

るためで,部分システムはコーディネータがこれらの情報に基づいて決定した

統合変数を介して間接的にしかその変化を知ることができないからである｡

2.4 多目的最適化,同時最適化

あるシステムを異なった視点に基づいて記述することをス トレータと呼ぶ

(図2)[5〕｡ス トレータ化されたシステムは,相互関係を持つ複数の部分シ

ステムで構成され,システム全体の目的関数が定義されない場合がある｡ある

システムを相互関係が存在する異なったいくつかの最適化問題で記述すること

ができ,それらの最適化問題を同時に最適化する場合などがス トレータ化の例

である｡ このようなシステム全体の目的関数が存在せず,部分システムのみが

目的関数を持ち,部分システム間に相互関係が存在する最適化問題の場合,意

図2 ストレータによる記述
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思決定主体について検討する必要がある｡

システム全体に対して意思決定主体が唯一であり,かつ部分システムの目的

関数が競合している場合,最適化問題は下記のような多目的最適化問題となる｡

Min.I(x)-Vl(xl),f2(x2),- ,fm(xm))T
JI‡

sub.to∑gi(xi)≦bi-1

hi(xi)≦0,i-1,-･,m

xi20, i-1,･･･,m

(17)

(185

(19)

(20)

この場合,意思決定主体はパレート最適解の中から妥協解を合理的に兄いだす

必要がある [6]｡ この安協解を選択するための基準が明確であれば,式 [17]

で与えられるベクトル目的関数はスカラー化することができ,問題は単一目的

最適化問題となる｡妥協解を選択するための基準は一般的には明確でないので,

これを行うために例えばHaimesらが提案しているSWT法 [7]のように意

思決定主体のパレート解に対する評価を定量化する必要がある｡ SWT法では

意思決定主体の評価基準の連続性を仮定して代用価値関数を近似的に求めてい

るが,この仮定には無理があるといえる｡

意思決定主体が各部分･システムに存在している場合,すなわちシステム全体

では複数の意思決定主体が存在するとき,各部分システムの意思決定主体は部

分システム問の相互関係を満たすように自らの目的関数を最適にしなければな

らない｡このときの部分システムの最適化問題は,∽個の最適化問題を同時

に最適化する次のような同時最適化問題となる｡

Min.fi(xl*,- ,Xた1,Xi,菰 1,- ,Xm*)
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このような状況では,部分システムの意思決定主体は他の部分システムの最適
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決定 x,F,j辛i,j=1,･･･,mを知る必要がある｡いま,すべての x,F∈xjに対し

て

ri(xl*,-･,Xた1,Xi*.1,- ,Xm*)

-fxi*∈XiJfi(xl*,･･･,X,･*_1,a,F,xi*.1,- ,3m*)

≦J;I(xl*,･-,虎1,Xi,菰 1,- ,Xm*)) (25)

を定義する.このriは (最適)反応戦略集合と呼ばれ,すべての xj∈X,･に対

してriが唯一存在するとき,riを反応関数という｡各意思決定主体は,他の部

分システムの決定x,Fを推測してこの反応戟略集合に基づいて自らの決定を行

わなければならない｡この推測に基づいて行われた決定は他の部分システムに

よって推測されるので,部分システムの問で推測が繰 り返されることになる｡

3.均衡化理論

3.1 情報交換と均衡解

本章ではシステム全体の目的関数が存在せず,各部分システムに意思決定主

体が存在する場合を取 り上げる｡システム全体の目的関数が存在しない場合,

部分システムの情報が集中するコーディネータが存在しないので,部分システ

ム間の相互関係を満たすように部分システムが調整しなければならない｡これ

を行うために,各部分システムが持つ情報 (目的関数や制約条件の構造,係数

の値など)を最適化を行う前に互いに交換すれば,相互関係を満たす最適決定

を行うことができる｡このような決定問題はゲーム的決定問題 [8]と呼ばれ,

ゲーム理論における非協力ゲームの理論を適用することができる｡ とくにある

意思決定主体が他の意思決定主体の決定のもとに自らの決定を行うときを"汰

定に優先権がある"といい,そのときの解をStackelberg均衡解といい,決定

に優先権がない場合の解をNasb均衡解という｡

部分システム間で交換できる情報には,最適決定を行う前に知ることのでき

る事前情報と,最適決定後に初めて明らかになる事後情報がある｡前者は目的

関数や制約条件式の構造,あるいはデータとしてあらかじめ与えられている係
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数の値,過去の決定変数の値などであり,後者は最適化問題を解 くことによっ

て決定される変数の値やそのときの目的関数の値などである｡各部分システム

は他の部分システムの事後情報を最適決定前には知ることができないので,情

報交換が全 くなされなければ,推測の繰り返しとなる｡各部分システムが事前

情報を部分システム間で交換することによって相互関係の調整を行うことがで

きれば,部分システムの最適解を得ることができる｡ このようにして得た最適

解は部分システム間の相互関係を満たしているが,システム全体の最適解には

必ずしもなっていないので,本論文ではこれを"均衡解 ''と呼び,この均衡解

を求めることを"均衡化 "と呼ぶことにする｡

3.2 非協力ゲームによる均衡化

3.2.1 決定に優先権がない場合の均衡化

部分システムの決定に優先権がないときの均衡解はNash均衡解として知ら

れており,次のように定義される｡

別個の部分システムがNash均衡解を採用しているとき,いず

れの部分システムについても自己の目的関数を改良するような解

は存在しない｡

この定義を式el)を用いて表現すると以下のようになるo

vxi∈XiN,i-1,- ,mに対して

fi(xl*,･-,虎1,戒 菰1,･･･,Xm*)≦fi(xl*,I-,虎 1,Xi,菰 1,-･,Xm*) (26)

であれば,このときx㌘∈xiNはNash均衡解である [9]｡ここで

xiN-(xi∈RnLlgi(xl*,- ,虎1,Xi,虎1,- ,Xm*)≦bi,hi(xi)≦0,xi≧0)

である｡いいかえれば,式(紬は,m個の部分システムの相互関係を満たす均

衡解を得るためには,それぞれの均衡化問題が同時に均衡化されなければなら

ないことを意味している｡ このNash均衡解の存在性はNash自身によって証

明されており,存在定理の証明は [10]で不動点定理を用いて証明されている｡

式el)～e4)で記述される部分システムの均衡化問題のLagrange関数を
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Li(31,- ,Xm,ん,Fli)全fi(xl,- ,Xm)+}T(gi(xl,･-,Xm)- bi)+ELiThi(xi)

と定義すると,式郎)によって定義されるxi*,i-1,･-,mが均衡化問題のNash

均衡解であるための必要条件は ∀iに対して以下のようである｡

有 意fi(xl*･･-,Xm*)･1㌢T怠gi(xl*････,Xm*)aLi=

･pTT孟 hi(x,P)-o

普 -gi(xl*,- IXm*)一帖 0

些 ⊥-hi(xlf)≦o
apt

}㌢T(gi(xl*,･-,Xm*)-bi)-0

FEEThi(扉)-0

ス㌢≧0,FLf≧0

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

一般的には,式¢7)～(32)の必要条件を満たすNash均衡解は唯一には定まらず,

解集合の形になる｡しかしながら,部分システムの均衡化問題がある種の2次

計画問題のとき,Nash均衡解は唯一存在することが知られている [11]｡

3. 2.2 決定に優先権がある場合の均衡化

Stackelberg均衡解 [12]は,次のような規則のもとで決定が行われる [13]｡

決定に先手 (leader)と後芋 (follower)の区別があり,先手

が戦略を示した後に,後手がそれを知って自分の戟略を決定し,

ゲームは終了する｡

これは先手である部分システムにとって最も良好な解を合理的に決定するため

の規則である｡ 後手である部分システムは先手に対して受動的で,先手が示し

た解のもとで自らの問題を最適化する｡

いま,部分システムが2つの場合 (〟-2)を考える｡ 部分システム1が先

手で決定に優先権があり,部分システム2が後手であるとする｡ 部分システム
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2は部分システム1の任意の決定 xIS∈xlに対して,

f2(XIS,x2S)≦f2(XIS,x2),x2∈x2 (33)

となるようにx2S-T(XIS)を選ぶ｡ここで T(･)は任意の関数である｡このとき

fl(XIS,T(XIS))≦fl(xl,T(xl)),Xl∈Xl (34)

となるようなxIS∈xl,x2S-T(XIS)が存在すれば,(XIS,x2S)は部分システム1を

先手とするStackelberg均衡解である｡この均衡解の存在性については [14]

で証明されている｡

部分システム2の均衡化問題は,任意のxlO∈xlに対して

Min.f2(x10,x2)

sub.tog2(XIO,x2)≦b2

h2(x2)≦0

∬2≧0

と書くことができる｡ この間題に対するLagrange関数は

L2(XIO,x2,}2,P2)全f2(XIO,x2)+}r(g2(XIO,x2)-b2)+ILIh2(x2)

これより最適性の条件は以下のようになる｡

慧 一志 f2(XIO,x2*)･}2*T孟 92(XIO,x2*)

･p*2T% h2(x2*)-0

% -g2(xIO･x2*)-b2<0

些 旦-h2(x2*)≦0
∂〝2

}2*T(g2(XIO,x2*)-b2)-0

灯
れu
EliZI
ー
ノー
IU

5
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3

3

3

3
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(39)

(40)

(41)

(42)
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FE2*Th2(x2*)-0

ス2*≧0,EL2*≧0

83

決定に優先権のある部分システム1の均衡化問題は,上記の部分システム2の

最適条件式を考慮して次のようになる｡

Min.fl(xl,x2)

sub.togl(xl,x2)≦bl

hl(xl)≦0

監 +jI慧 ･p濃 -o

g2(xl,x2)≦b2

h2(x2)≦0

∬1≧0

この間題のLagrange関数は

Ll(xl,x2,Al,ス2,Fll,FEZ,i)1,リ2,リ3)

全fl(∬1,x2)+}T(gl(31,32)-bl)十FEThl(xl)

h T(監 ･増 .穏 )･y!(92(xl･x2,-b2,h lhB(x2)

となる｡これより最適性の条件は,以下のようになる｡

aLl

有 志 fl(xIS･x2S,･が ま gl(xIS･x2S,･pfT孟 hl(XIS,

･ ufTf (監 ･lfT豊 ･p言T慧 )

･y2ST孟g2(xIS･x2S,-o

F
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lp肌HI
ー
nu一
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この条件において,x2S,}言,EL言が,たとえば任意の関数 T(･),H(･),K(･)

を用いてx2S-T(XIS),}言-H(XIS),p言-K(XIS)と陽的に表すことができれば,

式(52)～(62)は,xl,ll,FLl,リ1,2)2, y3 について解 くことができる｡

fi,gi,hiがともに線形関数である場合 [15]と,先手の最適化問題が線形

計画問題で,後手の最適化問題が2次計画問題のときの最適化解析が行われて

いる [16]｡

3.3 考 察

いままでに述べてきた均衡化問題の妥当性を検討するために,2つの部分シ

ステムで構成されるシステムを考える｡ 各部分システムの最適化問題は次のよ

うであるとする｡

部分システム1:

Max･fl(xl･x2)-一言(312･x132十x22)･10xl･1432 (63)
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部分システム2:

Max･f2(xl,x2)- 一言(2312･2xIx2･か 1531･1232 (64)

85

flとf2を図示すると図3のようになる｡点Aは部分システム1を単独で最適化

したときのの最適解でxl*-4,32*-12,ji*(xl*,x2*)-104である｡点Bは部分

システム2の最適解でxl*-3,x2*-9,f2*(xl*,x2*)-79.5である｡

fl,f2が加算可能で,次のようにシステム全体の目的関数f (xl,x2)を

fl(xl,x2)とf2(xl,x2)によって構成できるとする｡

I(31,32)-fl(xl,x2)+f2(xl,x2)

一言(3x12･331x2･2x22)･25xl+26x2 (65)

これを最大にする最適解は国中の点Cでxlg-普,x28-号 であり,そのときの

各部分システムの目的関数の最適値は flg(xlg,32g)-102.07,f2g(xlg,X2g)-75.00

である｡

意思決定主体が単一のとき,最適化問題は次の多目的最適イヒ問題になる.

Max.tfl(xl,x2),f2(31,32)) (66)

この間題のパレート最適解は曲線ACBで,その近似関数は次のようである.

32--1.54x12+12.21x1-12.23 (67)

部分システム1,2の反応関数はafl/∂xl,af2/∂x2よりそれぞれ次のようになる｡

rl(x2)-10一書x2

Y2(xl)-12-31
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図3 最適解,パレー ト解,均衡解

表 1 最適解,パレー ト解,均衡解

xl l x2 l fl l f2
A 4.00 12.00 104.00

ち 3.00 9.00 76.50

C 2.93 10.80 102.07 75.00

D 8.00 4.00 80.00 64.00

E 2.00 10.00 98.00 76.00

F 5.50 9.00 100.63 70.25

ACE x2- -1.54x21+12.21x1-12.23
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Nash均衡解は図中の点Dで,ガ-8,∬Ⅳ2-4｡このときの目的関数の最適値

はflN-80,f2N-64である｡

部分システム1が先手のStackelberg均衡解は,後手である部分システム2

の最適条件を制約条件とした次の間題を解 くことによって求めることができ

る｡

Max･fl(31,32)--i(x12+xIx2+x22)+1031+1432

sub.toxl+x2=12

Jl≧0

制約条件式(71)よりx2-T(xl)-12-xl.これを式仔2)に代入すると

fl(xl)--ix12+231+96

田
川1
Gid

F
nu

O

1

2

7

7

7

iZq

nⅦ柑u
iR

(73)

これを解 くと先手である部分システム1の均衡解は xISl-2となる｡これより

後手の最適決定は x2S1-12-xIS1-10となる (点E)｡そのときの目的関数の

値は f lS1-98,f2S1-7 である｡

部分･システム2が先手の場合は,次のようになる｡

Max･f2(xl,x2)-一書(2312･231x2+ x22).15xl+1232 (74)

sub.to2∬1+∬2-20

x2≧0
この場合のStackelberg均衡解は図中の点FでGIS2-5.5,x2S2-9,flS2-100.63,

/㌔2-72.25である｡ これらの解をまとめると表 1のようになる｡

flとf2が加算可能であるときのシステム全体の最適解は点 Cであった｡こ

の点は図からも明らかなように各部分システムの最適解にはなっていない｡シ

ステム全体の最適化よりも部分システムの最適化を優先するのであれば,各部

分システムはxf,j=1,2に対するri(xfl,xf)-0,i≠jとなるxflなる解を選

択する｡いまの場合,部分システム1は x2g-10.80,に対してxlg1-1.53を選択
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し,部分システム2はXlg-2.93に対 してx2g1-9.07を選択するCさらにxlglに

対する部分システム2の最適決定は,x2g2-7.40であり,x2glに対する部分シス

テム1の最適決定はxlg2-5.47となる.このように各部分システムの最適決定

は,ri上を移動していき,点Dに収束する.また任意の xj'0'を初期値として

ji(xl,x2),itjを最適化し,その解 xi'1'を用いてfj(xi'l',xj)を最適化すると

いう繰 り返し計算を行っても解は点 Dに収束する｡このように点 DのNash

均衡解は,2.4節で述べたス トレータ化された最適化問題の最適解である｡

これは自律した部分システムで構成されるシステムにおける決定に優先権のな

い場合の最適解となる｡

決定に優先権がある場合,Stackelberg均衡解は後手の反応戦略関数上に必

ず存在するので後手の最適性は保証されている｡この後手の最適性を保証する

という条件のもとに先手の最適化を行うので点Eあるいは点 F以外に最適解

は存在しない｡

4.結 請

本論文では,以下のことを行った｡

･大規模複雑なシステムに対する従来の最適化手法として分割原理を取 り上

げ,その問題点を指摘した｡

･システム全体の目的関数が存在しない場合の大規模複雑なシステムを対象

に,従来の最適化の概念に変わる均衡化の概念を提案した｡

･均衡化の方法としてゲームの理論の一分野である非協力ゲームを適用し,

決定に優先権がない場合のNash均衡解と,優先権がある場合のStackel-

berg均衡解を求めるための条件をそれぞれ導いた｡

･提案した方法の妥当性を検討した｡
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