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一般化ポアソン分布におけるテス トデータ解析のための

パラメータの変換
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ポアソン分布 (Poissondistribution)は,比較的ま

れな事象の発生数にあてはめられることが多い分布で

ある.心理学においては作業や心理テス トに現れるエ

ラーの数等の分布にあてはめられることがある.例え

ば西川 (1973)は特定個人における内田クレペ リン検

査のエラーの発生数が,ポアソン分布に従うことを確

かめている.また,Rasch(1980 内田監訳,1985)

は複数の特定個人における複数の特定課題の誤答数の

モデルとしてポアソン分布のパラメータを異なる性質

のパラメータの横に分解したモデル (Raschの乗法的

ポアソンモデル)を提案している.

一方,特定個人についてではなく,集団における事

象発生数の周辺分布を問題にする場合,通常は事象の

発生傾向 (ポアソン分布のパラメータの値に対応)に

個人差があるために,周辺分布はポアソン分布があて

はまらないことが多い.これは,集団における事象発

生数の分布は異なるポアソン分布の混合分布 と考えら

れるからである.混合分布の種類 としては,ポアソン

分布のパラメータ)が形状パラメータ h/bおよび尺

度パラメータ古をもつガンマ分布 (gamma distribu-

tion)に従うという仮定をし,)を積分して消去 した

形から得られる負の二項分布 (negativebinomialdis-

tribution)が用いられることが少なくない.負の二項

l 現所属 :小樽商科大学.

分布は別の導出において,極限分布を求める前の分布

名 を用いて,ポ リアーエゲンベルガー分布 (Polya-

Eggenbergerdistribution)と呼ばれることもある.印

東 (1957),西川 (1973)および伊田 ･東福寺 (1981)

は,集団における作業やテス トにおけるエラー数の分

布に負の二項分布があてはめられることを示 してい

る.

負の二項分布を導 くためのガンマ分布は,指数型の

分布,歪みのある分布,対称に近い分布等さまざまな

分布型を表現できることがわかっているので,当分布

は応用範囲の広い分布 と言える.しかし,ポアソン分

布の混合分布は各種のものが提案されており,心理学

における事象発生数の分布に対 して,どの分布をあて

はめたらよいかについての理論的な事前の知識がない

場合には,パラメータの分布の選択は窓意的にならざ

るを得ない.

consul&Jain(1973a,1973b)は,このような問題

に応えるねらいも含めて,さまざまな混合分布に近似

する分布 として,一般化ポアソン分布 (generalized

poisson distribution:以 下 GP分 布)を提 案 した

(consul,1989参照).これは,事象発生数 xの出現

確率 pr(x)がパラメータAlと)2により次のように記

述されるものである.

pr(x)-Al(Al+)2X)I-1exp(-(Al+)2X))/x!,

IA2l<l (I)
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式(1)から明らかなようにGP分布はポアソン分布の

パラメータ)がAl十)2Xに対応した形式をしており,

Alと)2の値の組合せにより,分布の形状はL型,歪

みのある分布,対称に近い分布等とさまざまに変化す

る.

一般化ポアソン分布のパラメータの構造化

小笠原 (1992a)は,GP分布のAlと)2を個人が所

属する集団の特徴を表す共変量を含むように構造化し

たモデルを提案 した.小笠原 (1992b),小笠原 ･金

野 (1994)はさまざまな心理テストデータにこのモデ

ルをあてはめ,データの記述やテストの標準化に有効

であることを示した.

GP分布はポアソン分布のさまざまな混合分布に近

似する一方,混合分布以外の分布を表現することが可

能である.ポアソン分布の混合分布では,一般に次の

関係が導かれる (Meredith,1971).

62(x)-62(ス)+E(x) (2)

ここで,E(x)と02(x)は周辺分布における事象発生

数 xの平均 (期待値)と分散,62())はポアソン分布

のパラメータ)の分布の分散である.これ より,

62())-Oでない限り,62(x)>E(x)が得られる.すな

わ ち,単一 のポア ソン分布 で は,周知の ように

62(x)-E(x)-)であるが,混合分布では,分散が平

均よりも02())だけ大 となる.この現象は過大変動

(overdispersion;VanDuijn,1993参照)として知られ

ている.小笠原 (1992b),小笠原 ･金野 (1994)の

データにおいてもGP分布のモデルをあてはめたもの

は,すべて過大変動を示していた.逆に分散が,平均

よりも小さい場合 (過小変動,underdispersion)は

混合分布ではあり得ない.しかし,GP分布では過小

変動を示す分布も表現可能である.すなわち,式(1)

よりGP分布に従う確率変数 xの平均 と分散は次の

ようになる (Consul&Jain,1973a,1973b).

E(x)-ん/(I-)2),62(x)-Al/(1-)2)3 (3)

従って,0<)2<1,)2=0,-1<)2<0はそれぞれ過大

変動,ポアソン分布,過小変動に対応する.

ところで,パラメータAlと)2はモーメントを用い

ると

Al-(E(x))3′2/6(x),)2-1-(E(x)/62(x))1′2 (4)

と表現でき,)2が平均 と分散の比のみの関数 となっ

ているが,Alは平均のベキ乗 と標準偏差の比になっ

ており単純ではない.

小笠原 (1992a)の構造化モデルではん と)2は,

個人の所属する集団の特徴を表す変数のベクトル tの

関数として構成されることを想定しており,一般的に

次のように表される.

ん-Al(01,tz･),)2,-)2(C2,tl) (F'-I,-･,N) (5)

ここで,添え字 才は7番目の観測個体の値であること

を示 し,01とOzは t,の関数であるAlzと)2.におけ

るパラメータのベクトルである.式(5)のモデルでは

Alと)2の推定に代わって,01と02を推定することに

問題は帰着する.このモデルはGP分布のあてはまる

集団が,tと共にその分布が相違する状況を記述する

モデルである.

一般化ポアソン分布のパラメータの変換

小笠原 (1992a,1992b),小笠原 ･金野 (1994)の

例では,tは年齢であり,集団における誤答数の分布

が年齢と共に変化する状況を把握することが応用上の

目的である.そこでは分布の平均と分散の変化 (ある

いは平均と分散の差や比)に関心が向けられるが,こ

のような場合では,GP分布をAlと)2のパラメータ

で表現するのは必ずしも適当ではない.すなわち,ん

と)2を tの関数 として式(5)のように表現 し,elと

02を推定した上で,式(3)にAlと)2の推定値を代入

し,平均と分散の変化を記述することは可能である.

しかし,平均の変化を成長曲線や多項式で表現したい

という場合には,Alと)2のパラメータでGP分布を

表現することは解釈上の問題から見ると適当ではな

い.あるいは標準偏差の増大傾向を平均の変化とは独

立に記述したいという場合にもJhと)2による表現は

適当ではない.そこで,Alと)2のパラメータの変換

として,次の二つのモデルを提案する.

パラメータ変換後のモデル

モデルA:パラメータ〝と♂による表現 これは

式(3)における平均と標準偏差をそれぞれ新たにパラ

メータp,Oとしたもので,

FL-Al/(I-)2),6-)ll/2/(1-)2)3/2

(Jh-FL3/2/op,)2-1I(ill/2/6)) (6)

である.式(5)に対応する構造化モデルは

FLL-FL(ep,tl),の-6(eo,,i,) (i-I,･･･,N)

である.ここで OF,とOo･は,構造化されたモデルに

おけるパラメータのベクトルである.

モデルB:パラメータpとpによる表現 これは

平均と分散/平均をそれぞれ新たなパラメータp,pと

したもので

FL-Al/(1-)2),P-1/(I-)2)2

(Al-FL/pl/2,)2-1一(1/pl/2)) (7)

である.構造化モデルでは

FLz-FL(Op,tl･),Pと-P(Op,tz) (i-1,･･･,N)

であり,eFLとCpはパラメータのベクトルである.パ

ラメータ p (分散/平均)の意味はテス ト理論におけ

る信 頼 性 の観 点 か ら次 の よ う に解 釈 で き る

(Meredith,1971).式(2)にお い て 02(x)は62())と
E(x)の和に分解されるが,62())は偶然によらない個

人差の分散といういわば真の得点の分散に相当するも

のであり,62())/62(x)は信頼性 と解釈できる.逆に

E(x)は個人内の偶然的な変動に起因するものと解釈



できるので,新しいパラメータβを用いると信頼性

は 1-(1/p)となる.なお,1一(E(x)/62(x))を信頼

性 と定 義 す るの はGu11iksen (1950)が Kuder-

Richardsonの21公式をスピード検査のケースにあて

はまるように修正したものに一致することが知られて

いる (Meredith,1971).

なお,ポアソン分布の混合分布の一つである前述の

負の二項分布では,

E(x)-h,02(x)-h(I+b) (8)

であり,pは 1十bに相当し,負の二項分布モデルと

の比較にも便利である.

パラメータの推定 パラメータのベクトルの推定は

最尤法により,次のように行う.モデル Aにおいて

tz-,xりi-1,-,Nが与えられたときの Cpとeo.の尤度

Lは観測個体の相互の独立性を仮定すると

L(Cp,Oo･ltl,- ,tN,Xi,-,xN)

-良質(質+(.1誓)xz･Fl
xexp(一昔-(.1誓)xl)/x., (9)

となる.fを負の対数尤度V-llnL)とするとfを

最小化する値が epとOo･の最尤推定値である.この

最小化を解析的に得ることは困難であるので,ここで

は,ニュー トンーラフソン法により求める.これに必

要なグラディエントベクトルとヘシアン行列は付録に

示した.なお,Of,とeo･には共通なパラメータの要素

はないものとする.推定値の標準誤差の推定にはパラ

メータ値推定の際に得られる情報行列の近似としてヘ

シアン行列を求め,その逆行列の主対角要素の平方根

をこれにあてる.

モデルBにおいては epとepの尤度は

L(Cp,epltl,- ,tN,Xl,-,XN)

-珪茅 (港 +(I-弄 )xr l

xexp(-茅-(ト音)xl)/x乙, (10)

となる.OF,とCpの推定のためのグラディエントベク

トルとヘシアン行列は付録に示した.なおモデル A

と同様に epとepには共通なパラメータの要素はな

いものとする.

適 用 例

ここで用いるデータは抹消検査の一種であるアメフ

リ検査に関するもので20-54歳の男子鉄道従事員

(N-2957)の デ ー タ で あ る.これ は,小 笠 原

(1992b)で用いられたものと同一データである.ア

メフリ検査は,ランダムに近い状態に並んだカタカナ

の並びの中から "ア""メ"`̀ブ'"リ"の4文字のい

ずれかをできるだけ速 く正確に3分間抹消するもので

あ る (検 査Ⅰ).休 憩 後,今 度 は "ア'‥ メ̀""ブ'

…リ"以外の文字を3分間抹消させる (検査 ⅠⅠ).ここ

では検査 ⅠとIIにおけるそれぞれの誤答数 (誤って

抹消したものおよび抹消すべき文字を見落 としたも

の)を変数 xとする.分析のねらいは成人以降年齢

(t)と共にxの分布がどのように変化するかを調べ

ることにある.小笠原 (1992b)はAlと)2の構造化

モデルとして,Jに関する多項式モデルを採用してい

る.すなわちん と)2のそれぞれに0-3次の tに関

する多項式を想定し,Alと)2のすべての組合せにお

けるモデルの推定結果か らAIC (赤池情報量 ;

Akaike,1973)等を参考にしながら,適切なモデルを

選択 した.Figurel(小笠原,1992b)は実際のデー

タにおける誤答平均±標準偏差 (縦棒)と最小 AIC

モデルのあてはめ結果から計算される誤答平均±標準

偏差を示している.ここで,あてはめたモデルは検査

IにおいてはAlと)2が ともに tの 1次の多項式,檎

査 IIにおいてはAlと)2はそれぞれ tの2次および 1

次の多項式である.

ところで,実際のデータにおけるxの分布 (図の

縦棒)が,検査 Ⅰでは平均値が年齢と共に増加してい

ることおよびばらつきも大きくなっていること,逆に

検査 Hでは平均 とばらつきがともに減少傾向である

儒 a GE

アメ7lJ検査Ⅰ訴答赦

:3i2h GE

アメ7リ検査II樹

Figure1.年齢段階別の実際の平均±標準偏差 (縦棒)
とモデル0における最小AICモデルのあてはめ (3本の

曲線)(小笠原,1992b).
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Tablei

各モデルのAIC

アメフリ検査 Ⅰ

)2,6,Pの次数

1 2

アメフリ検査ⅠⅠ
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注) AICの値はアメフリ検査 Ⅰ (ⅠⅠ)の結果から18200(15700)を減じたものが示されている.下線はモデル0,A,

Bの各モデルの中での最小のAICを示す.

ことがわかる. このような情報に基づいて,モデルを

データにあてはめる場合には従来のパラメータ表現だ

けでなく,ここで提案したモデルを適用する意味があ

る.

Tablelは小笠原 (1992a)のモデル (モデル 0)

との比較のためにモデル A とBについてもそれぞれ

のパラメータに0-3次の年齢 (∫)に関する多項式を

想定 し,そのすべての組合せでモデルをあてはめた結

果得 られた AICを示 したものである.表における下

線はモデル 0,A,Bの各々のモデルのなかでの最小

の AICを示 している. このデータではたまたま最小

AICモデルの多項式の次数の組合せは,パラメータ

の組を(Al,)2),(FL,6),(FL,P)で互いに対応させた場

合に一致 している.最小 AICの値 は,検査 Iと検査

日のそれぞれの中での相違 は 1未満の小 さい値であ

る.このデータについてみると多項式 という特定のモ

デルではあるが,新 しいモデル A とBも従来のモデ

ル 0 と同程度 にあてはまってい る.Table2は最小

AICモデルのあてはめ結果の平均値 と標準偏差 を四

つの年齢について計算した結果である.これらの類似

性からもあてはまりの程度は同程度であることがわか

る.

Table3は最小 AICモデルの多項式の推定結果 と

多項式における最高次数の係数の tl直 (推定値/推定

値の標準誤差)を示 している.従来のモデル 0では

平均値の変化の傾向はAlと)2の関数であるために)2

が一定であるような場合を除いては表から直接読みと

ることができない. これに対 してモデル A,Bでは検

T able2

最 小 AICモデ ル におけ る平均 と標準偏 差の推定 値

モデル 嘉 ㌃ フT'検査 Ⅰ♂
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査 Ⅰでは平均,標準偏差および分散/平均が線型に増

加 していることが容易に読みとれる.また g値の値 も

十分大きく,線型増加の統計的な有意性が示されてい

る.また,検査 Ilにおいては平均の傾向がゆるやか

な放物線 (頂点はモデル Aでは64.8歳,モデル Bで

は57.5歳にある)であることがわかる.また,ゆる

やかな放物線であることに対応 して g値 もモデル A

とBのそれぞれについて 1.62, 1.78という値で,2次

式のモデルを受容するには十分大きな値ではない.そ



Table3

最小AICモデルの推定結果

モデル アメフリ検査 Ⅰ アメプリ検査ⅠⅠ

31-2.970+.01057t(2.07)

)2-.5071+.00I900t(2.79)

石-5.780+.05973t(5.36)

6̂-4.726+.053811(4.03)

22-5.780+,05973t(5.36)

p-3.862+.048251(2.75)

読.-4.3351.071471+.0006718(2 (1.61)

)2-.55291.001595t(-2.01)

FL-8.852-.1376t+.001061t2 (I.62)

a-5.9941.03848t(-4.23)

〟-9.386-.1683g+.00146372(1.78)

p-4.8121.02418t(-I.95)

注) tは年齢,()内は多項式の最高次数の係数のtl直 (推定値/推定値の標準誤差)を表す.

こで2次の多項式の代わりに 1次の多項式もモデルの

候補 になるが,Tablelの AICはモデル A,Bのそ

れぞれについて0.6,1.2程度の増加が見られるのみで

有力であることがわかる.また,標準偏差 と分散/平

均 も年齢 と共に減少しその傾向も比較的大きな r値の

絶対値であり,有意であることもわかる.
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付 録

数値計算に必要なグラディエントベクトルと-シアン行列

(i) モデルA

f--1ni-.$lll .n(質)-(x･-1)

･.nI誓+(1一昔)xt)･誓

十(卜 誓 )xL･lnxz,]

普 -菖仁i p{.

(x.-I)(3FL!/21FLll/2x,)

2(FL雪/2+(6.-FJき/2)xz)

･旦響 )忠

蕊 -.glは
(xt-I)ト p亨/2+FLき′Zxz)
61P亨/2+6.(6riLき′2)x.

･-py26'fPt/2xz)忠

溢 -貴君 嘉

(x.-I)(3FLl1/2+Ftl3′2xz)
4(FL雪′2+(0.lFJ!/2)x,)

(x.一1)(3FLき′2-FJrl′2x,)2
4(FL雪′2+(orFJ!/2)x,)2

十3p{1/2.'6誓3′2xl)忠 告
(x.II)(3FL!/21 FJll/2x,)x,

2(FL亨′2+(6zIFt!/2)xz)2

･I3°′221[㌻1′2xz)忠 告
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(6EFLヲ/2+Cz･(Oz･-FL,I/2)x,)2

･2(pe/2諾 !/2xz))怠 意

(2) モデル B

f--1ni-創 一1n(# )-(xz･-1)ln(茅
千(11弄 )xL仁斎 +(11弄 )xz･･lnxz.r]

普 -l%(- P{1

.ll.-I
FL.+(p壬/2-1)xz十 pT"2)普

港 -貴(Ip;II2((px..ZII)((pl/2Pi'p霊 t)
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