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規準化直接オブリミ ン解の標準誤差
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因子分析における回転の方法にはさまざまなものが

あるが,各観測変数の回転における影響の大きさを均

一にするためにいわゆるKaiserによる規準化を行う

ことが多い.これは回転の対象となる負荷行列を各観

測変数の共通性の平方根で除し,新たな共通性をすべ

て 1にした上で回転し,回転後にもとの共通性になる

ように負荷行列を再び変換するものである.すなわ

ち,p変量 k因子の回転前負荷行列を^(pxk),回

転 (変換)行列を T(kXk),i番目の変数の共通性

の平方根(J云)をi番目の対角要素とする対角行列を

C(pxp)-dial(J訂,･-,√古)とすると,回転 (直交

または斜交)の対象となる負荷行列はCー1Aであり,

回転後の負荷行列 βは

B-C(CLlAT)-AT (I)

である.

典型的な統計解析プログラムパ ッケージである

SAS(SAS Institute lnc., 1990),BMDP(Dixon,

1992),SPSS(SPSSInc.,1990)では回転を行う場合

はKaiserによる規準化の有無を選択できるが,デフ

ォル ト値はいずれも規準化を行うようになっている.

したがって,現在までに因子分析の適用においておび

ただしい数の分析が規準化をともなって行われてきた

と推測される.

ところで,因子分析結果の評価には実質科学的な知

識に基づく因子の解釈とともにさまざまな統計的な指

標が有用である.そのひとつはパラメータの推定値の

標準誤差である.直交回転後の因子負荷の標準誤差の

一般的な導出方法はArcher& Jennrich(1973)およ

びJennrich(1974)によって得られた.これらの結果

に基づき,最もよく使用される回転法のひとつである

バ リマックス法を含むオーソマックス法について,

Kaiserの規準化をともなう解の標準誤差は小笠原

(1996)によって示された.

一方,斜交回転後の結果については一般的な標準誤

差の導出方法はJennrich(1973)によって得られ,一

般化されたCrawfbrd-Ferguson族 (後に "4次基準の

一般化対称族"(Clarkson良Jennrich,1988)と呼ばれ

るもの)に対して,具体的な計算方法が示された.ま

た,プロマックス法についてはOgasawara(1998a)

により,直交 ･斜交プロクラステス法については

Ogasawara(1999)により,回転解の標準誤差が示さ

れた.しかし,これらの回転はKaiserの規準化をと

もなわないケースを対象としたものである.

行動科学でよく用いられる相関行列を対象とした斜

交回転解についてはOgasawara(1998b)は情報行列

を用いた標準誤差の導出方法を示し,秦 (raw;Kai-

serの規準化を行わない意)直接および間接オブリミ

ン解について具体例を与えた.また,同論文には回転

後の因子寄与の標準誤差の算出方法も示されている.

本研究では斜交回転解のうち最も一般的な方法のひ
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とつである直接オブリミン法 (Jennrich& Sampson,

1966参照)の解についてKaiserの規準化をともなう

場合の標準誤差の求め方を示す.

斜交解におけるパラメータの制約

因子負荷を対象とする斜交回転後のパラメータの制

約とそれに基づく標準誤差の一般的な解法は前述のよ

うにJennrich(1973)により得られたが,その導出過

程は複雑である.Ogasawara(1998b)は同じ制約を

ラグランジュの未定乗数法を用いて簡単に求めている

ので,その要点を記す.

回転前の直交因子の負荷行列を』(pxk)とすると

回転後の結果は

B-AT'【1,♂ -T′T,Diag(0)-Ik (2)

である.ここでβ,¢は回転後斜交因子の負荷行列と

相関行列である.Ihはk次の単位行列であ り,

Di且g(･)は()内の行列の非対角要素を0とすること

を表す.回転後のβの推定値はβの何らかの関数で

ある〟(β)を最適化するものである.回転行列 rに

制約があるのでラグランジュの未定乗数を対角要素と

する対角行列 L,(kxk)を導入するとBの推定値は次

の′を極値化するものとして得られる.

f-u(B)+Itr((T′T-Ih)L) (3)

ここで′の Tに関する微分をとると

df-tr(%dB)･tr(LT,dT)
-tr((-TllA,% T-1+LT,)d,) (.)

となる.綱∂T-Oよワ,

･-lA,% r l-i,, (5)

が得られる.右よりr(r′r)ー1をかけると

B,% 0 11-L (6)

である.すなわち,左辺のk2-k個の非対角要素を0

とおいた式が βと¢に関する制約 となる.βと¢

の漸近標準誤差は最尤解においては制約付推定量の標

準誤差を求める一般的な方法である拡大された情報行

列を用いる方法から得られる (Silvey,1975参照).

規準化直接オブリミン解の標準誤差

素直接オブリミン基準はBt,-(B).,とすると

uo-‡udzel飽βぎU一子(zflβfu)(1%.βぎu))(7)
である.ここで,γは多 くの場合0-1の値が用いら

れる,オブリミン･ウェイ トである.規準化 (以下

"Kaiserの"を略す)オプリミン法の最適化基準は

u-i-udzil学 一i(.el告)(29.普))
cz-(B¢B′) (8)

である.式(6)の左辺 (Y,S)要素 をg,Sとし, Cまは
βuuにかかわらず一定であることに注意すると

grs-I.91短 (普一雄 普)讐 ¢sJ (,)

(′≠∫)

とな る.ここで ¢sJ-(♂ll)S,で あ り,また ¢ S,-

(♂)a,とする.式(9)をk2-k個の要素をもつベクトル

に並べたものをg_とするとB_-9_が制約式となる.

以上の制約式は共分散行列のモデルと相関行列のモ

デルのいずれにもあてはまるものであるが,母共分散

行列の構造モデルは各モデルの順に次のようになる.

∑-B¢B′十g,

∑-D(B¢B′+Diag(Ip-B¢B′))D
(10)

ここで Fは独自性を対角要素とする対角行列,Dは
観測変数の母標準偏差を対角要素とする対角行列であ

る.式(9)の各モデル別にパラメータを並べたベクト

ルを旦として一般的に表すと,拡大された情報行列 J
の逆行列は

-[I*許 ,芸] (ll)

とかける.I(旦)は旦に関する情報行列で共分散行列

モデルではよく知 られている.相関行列の場合は

ogasawara(1998b)に示されている.I*(旦)はrlに
おいて旦に対応する部分行列で,#はそこに適当な値

が入ることを表す.旦の最尤推定量の漸近共分散行列

はJ*(旦)であり,これに旦の推定値を代入するとそ

の推定値が得られる.∂∠/aEの具体的な形は付録に

ある.

因子寄与の標準誤差

斜交回転後の因子寄与は直交回転の場合と異なりさ

まざまに定義される.たとえばHarman(1976)では

各因子ごとの因子負荷の2乗和 (直接寄与)や異なる

因子間の2×共分散の和 (結合寄与)を定義し,柳

井 ･繁桝 ･前川 ･市川 (1990)ではβ¢のJ列の2乗

和 (他の因子を無視した寄与 ;以下 cnz) やi国子 と

規準化された反イメージの共分散の2乗和 (i因子以

外の因子の影響を除いた寄与 ;以下 ce.) を挙げてい

る.これらの標準誤差はOgasawara(1998b)が素直

接オブリミン解について求めているが,規準化直接オ

ブリミン解の場合も同様の方法が利用できる.

すなわち,ある因子に関する各種の寄与を一般的に

C*で表すと,C*はβと¢のある関数であるが,デ

ルタ法により,

･*(C*)-舎 I･(旦)告 (12)

と表され,これが C*の漸近分散 となる.∂C*/aEはた
とえば上記の cn,とce,の場合
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Rotatedresultsbydirectobliminmethod(γ-0)
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より容易に得 られる.Ogasawara(1998b)にはこれ

らを含む4種の寄与について∂C*/aEが示されている.

数値例による考察

以上は規準化オブリミン解におけるパラメータの最

尤推定量の漸近分散の理論的な結果である.数値例の

前半ではその適切性を確かめるた桝 こシミュレーショ

ンの結果 を示す.ところで,オ ブ リミン法で は

Jennrich皮Sampson (1966)が指摘しているように γ

-Oのクオーテイミン法で単純構造が得られるのに γ

-o以外では (バイクォ-テイミン法,コバ リミン法

など)では単純構造にならないことがある.著者も実

際にこれを経験している.さらに,直接オブリミン法

では㌢-0以外では解の収束が得 られないことも珍し

くない.そこで,実際場面で有用性の高いと考えられ

るγ-0の直接クオーテイミン法についてのみ検討す

る.

シミュレーションのためのデータは二つであり,第

-のもの (以下データA)は次の人工的な直交因子

の負荷行列Aを回転前の構造 として設定している.
また,観測変数の母分散はすべて 1とした.

^'-
7 .7 .7 .4 .4

0 .1 .2 .5 .6

第二のデータはHarman (1976,p.401)の 12の心理

テストの相関行列(N-355)である.各データにそれ

ぞれ2国子または3国子を仮定し,規準化直接オプリ

ミン解を求めたもの (一部)がTablelに示されてい

る.12の心理テス トデータでは回転前の解は最尤解

である.規準化の有無による因子パターンと寄与の相

違は,共通性にかなり異なるものが含まれているにも

かかわらず (特に 12の心理テス トデータ)わずかで
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ある.

Table2,3の 〃の見出しに対応する数値は共分散

および相関行列の各モデルの素および規準化オブリミ

ン解(γ-0)に関する代表的なパラメータと寄与の理

論的な標準誤差である.見出しのSの数値はシミュ

I/-ションによる結果であるが,これは次のようにし

て求めた.すなわち,二つのデータの各因子分析結果

から再構成した相関行列を母共分散行列とみなして,

被験者数 (データAでは300を仮定)に等 しい標本

を多変量正規分布を仮定して無作為に発生させる.吹

にこの標本からひとつのオプリミン解を求める.この

手続きを 1000回繰 り返 し,1000回の推定値から求

めた標準偏差をシミュレーションによる標準誤差とす

る.Table2,3の規準化オプリミン解のN とSの標

準誤差を比べると両者はかなり接近していて,理論的

な値の正しさが示唆されている.

しかし,あわせて示されている素オブリミン解の結

果をみると,もともと規準化の有無による因子パター

ンの相違が小さいことに対応して,規準化オブリミン

解の標準誤差との相違がわかりにくい.そこで次のよ

うな単純な指標の結果を示す.素および規準化オブリ

ミン解の理論的な標準誤差をそれぞれ 肋,〃〃とし,

同じくシミュレーションによるものをSr,Snとす

る.表のH (hit)は(Nr>NnかつSr>Sn)または
(Nr<NnかつSr<Sn)を表 し,F(fail)は (Nr>

Nnかつ Sr<Sn)または (Nr<Nnかつ Sr>Sn)を

表し,-は等号を含む場合とする.この結果,表では

データAの場合は表にない負荷の部分に共分散およ

び相関行列の各モデルにひとつずつFがあるほかは

すべてHである.12の心理テストのデータでも表に

ない部分では共分散および相関行列の各モデルの負荷

にひとつずつ-があるほかはすべてHで,Fは表の

寄与の部分に二つあるだけである.これらのデータは
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Table2

StandarderrersforartificialdataA (directoblimin,γ-0)
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Standarderrorsfortwelve-psychological-testdata(directoblimin,γ-0)

Covariancemodel Correlationmodel
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Note:N-normaltheory,S-simulation,H/F-hitorfall.

Tablelからわかるように,規準化の有無によって困 タBでは

子パターンは大 きくは変化 していない.しかし,

TableZのN0.6の変 量 や Table3の因子 Ⅰ,IIの

No.12の変量の負荷は規準化の有無によって理論値 データCでは

.800 .100 .100 .400 .099 .099

.400 .099 .099 .800 .loo .100
A'-とシミュレーション値のいずれもかなり変化している

ことがわかる.これらの結果は規準化オブリミン解の

標準誤差の理論的な推定値の適切性を示している. としたもので,標準誤差の算出には〃-300を仮定し

次に規準化の有無が標準誤差に著しく影響する人工 た.

的な例を相関行列モデルについて理論値により示す. データBは小さな共通性の変量を含む例であるが,

Table4は二つのデータ (データBとC)の結果であ 規準化オブリミン解では小さな共通性の負荷の標準誤

る.これらは斜交回転前の直交因子の負荷行列をデー 差が素オブリミン解のものより相対的に小さくなって
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Table4

ResultsforartincialdataBandC(correlationmodel,㍗-0)

Variable

No,

Rawoblimin Normaloblimin

Loadings LoadlngS
1(SE) ⅠⅠ(SE) 1(SE) Il(SE)

DataB l .84(.30) 08(.26) .77(.28) .22(.39)
2 .89(.19) -.05(.10) .80(.26) .ll(.39)
3 .13(:10) 1.04(.10) ,1I(.07) 1.02(.03)
4 .08(26)
5 -.05(.10)
6 -.04(.10)

¢2. .72(.06)

.84(.30) .22(.39) .77(.28)
,89(.19) ,II(.39) .80(,26)
.13(,10) -.02(.03) .II(.07)

.46(.47)

SSorstructures 2.35(15) 2.35(.15) 2.06(.82) 2.06(.82)

Ant1-imagecont. .73(.14) .73(.14) 1.02(.82) 1.02(.82)

DataC l .89(54.) 1.00(,19) .85(179.) 1.28(210.)
2 .08(40.) .07(40.) .14(.60) -.00(6.3)
3 .08(40.) .07(40) .14(60) -.00(6.3)
4 -.00(.19) 89(54.) .85(179,) .28(210.)
5 .07(40.) .08(40.) .14(.60) .00(6.3)
6 07(40.) .08(40.) .14(.60) .00(6,3)

¢2. 80(1.70) ,00(589)

SSorstructures 1.38(26.) 1,38(26.) 1.52(1.61) .16(1.70)

Anti-1mageCOnt. .30(26.) .30(26.) 1.52(1.61) .16(1,70)

Note:SE-standarderror.

いるのがわかる.(Table3のNo.12の変量の負荷も

規準化によって標準誤差が小さくなっているが,この

変量の共通性 .28は12の変量の中で最小である.)ま

た,規準化オブリミン解では因子間相関の標準誤差が

著しく大きくなっている.

データCは単純でないパターンをもち,共通性の

小さい変量を含む場合であるが,きわめて大きな標準

誤差が得られている.また,データBで指摘した傾

向がここでも指摘できる.なお,規準化オプリミン解

では二つの因子は素オブリミン解のように対称にはな

っていない.

データBとCは特殊な人工例であるが,これらか

ら共通性が小さい変量が多数含まれる場合に規準化を

行うと共通性の相対的に大であるものの推定値のばら

つきが大となりやすいことが示唆されている.これは

実際の因子分析の適用に際しても留意すべきことであ

ろう.すなわち,規準化をしない方法でも分析を行う

ことや共通性が小さい変量が含まれている場合には,

その変量を除いて結果を比較することなどが望ましい

といえる.
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付 録

制約式のパラメータに関する偏微分

忠 -tpj讐 必ずV一子 告a!1,g,讐 ¢sv

･鴇(豊im!.普)告 ♂ s,

･♀畠1雲 ′(告一藷 普)告 ¢su

･士u91I.P,I(a髭幣 ¢su

-(響 -藷 告 )掌 Qsu)忠
(r≠S)

h

ただし,忠 -2uglβZ巌 , 糾 まクロネッカーのデル

タである.

忠 -Iz9.,91tE.(-(告一藷 告 )響
･(¢seqf+¢sf¢Je)

･(一昔 怠 +藷 普 告 )讐 ¢S,

-(普 一雄 普 )讐 吐息 巧
(r+s;e>f)

ただし,忠 -2CzeβUである･




